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Predgovor

Delo je namenjeno Studentom cetrtega letnika smeri Avtomatika na univerzi-
tetnem Studiju programa FElektrotehnika. Vsebuje resene primere problemov s
podroc¢ja identifikacije dinamicnih sistemov. Za lazje razumevanje so v gradivu
najprej podane osnove teoreticnega ozadja obravnavane problematike. Tudi pri
resitvah nalog so na prakti¢nih primerih obravnavane nekatere teoreti¢ne vsebine.
Vsebina skripte se dopolnjuje z u¢benikom Identifikacije (Drago Matko, Zalozba
ZAFER, Ljubljana, 1992) in Zbirko vaj Praktikum identifikacij dinami¢nih siste-
mov (Jus Kocijan, Zalozba FE in FRI, Ljubljana, 1998).

V gradivu je zbranih nekaj reSenih primerov iz snovi predmeta Identifikacije.
Trenutno obsega skripta le nekaj nalog iz vsakega poglavja, ki pride v postev pri
pisnem izpitu. V prihodnosti nameravam gradivo razsiriti. Ta razlic¢ica skripte je
prva, tako da se ze vnaprej opravicujem za vse napake.

Ljubljana, junij 2007 Saso Blazic¢
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Poglavje 1

Koncepti teorije sistemov in
signalov

1.1 Vhodni signali

1.1.1 Trapezni impulz

Fourierova transformacija trapeznega impulza:

Wl i wTh T
Sin S1n Jwi
U(w) = UQT272 2 e 2 (11)

wTy wTs

2 2

kjer je T trajanje impulza, 17 je ¢as vzpona, T pa cas do zacetka padanja.

1.1.2 Beli Sum

Zvezni beli Sum je signal, katerega avtokorelacijska funkcija je d-impulz z ampli-
tudo Py:

¢vv<7—> - (1305(7') (12)

kjer je &y mocnostna gostota Suma, ki je seveda enaka v celotnem frekvenénem
obmocju:

q)vv(w> - (I)O (13)



2 1. Koncepti teorije sistemov in signalov

1.1.3 Barvni Sum

Barvni sum dobimo iz belega Suma s filtriranjem belega Suma preko filtra. Naj-
bolj pogosto se za filter uporabi kar nizkoprepustni filter prvega reda s ¢asovno
konstanto 7T}, oz. mejno frekvenco wy:

Gp(s) = T,=— (1.4)

Spektralna mocnostna gostota in avtokorelacijska funkcija taksnega — pasovno
omejenega Suma se izracunata s pomocjo naslednjih formul:

P

B (W) = |Gl By = ——
1+ (2) (1.5)

@06_‘7—"‘)9

(brm(T) = 9 Wy

1.1.4 Zvezni naklju¢ni binarni signal

Zvezni nakljuéni binarni signal je signal, ki lahko zavzame le dve vrednosti, in
sicer a in —a. Prehod med tema vrednostma je nakljucen. Predpostavimo, da je
povprecje menjav predznaka (n) v ¢asovnem intervalu At podano s Poissonovo
porazdelitvijo:

At)"
P(n) = WAD" (1.6)
n!
Ob taksni predpostavki lahko pokazemo, da ima avtokorelacijska funkcija zve-
znega nakljuénega binarnega signala za a? = %wg in yu = % enak potek kot

avtokorelacijska funkcija sirokopasovnega Suma (1.5).

1.1.5 Diskretni nakljuéni binarni signal

Diskretni nakljuéni binarni signal zavzame (tako kot zvezni naklju¢ni binarni
signal) le dve vrednosti, tudi menjava predznaka se zgodi nakljuéno. Od zveznega
nakljucnega binarnega signala se lo¢i po tem, da spremembe lahko nastopijo le
ob diskretnih trenutkih kA (k € Z). Avtokorelacijska funkcija in spektralna
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mocnostna gostota sta:

|7]
gbuu(T) _ {Cﬂ (1 — 7) |7'| <A
0 |T] > A

sin & ?
D, (w) = a’)\ ( W\Q )

2

1.1.6 Psevdonakljuéni binarni signal

Pri psevdonakljuénem binarnem signalu (PNBS) spremembe predznaka niso pov-
sem nakljucne, ampak jih definira poseben bitni algoritem, zaradi cesar je PNBS
periodicen signal, perioda pa je relativno dolga. Diskretna avtokorelacijska funk-

cija PNBS je enaka
(12 T; = 0
lrjm(T’L> = { a? (18)

-5% 0<7m <N

in je seveda periodicen signal s periodo N (N je tudi perioda PNBS):
d (i £iN)=¢l () i€Z (1.9)
Spektralna mo¢nostna gostota PNBS je:

a2

a? -0
o —N m 1.10
(1) {a2(1+%) 0<m<N (1.10)

Primer 1.1 Pasovno omejen sum (dobimo ga iz belega Suma s filtriranjem preko
nizkoprepustnega filtra prvega reda z mejno krozno frekvenco w,) ima enako
mocnostno gostoto (pri w = wy) kot diskretni nakljucni binarni signal s
casom vzorcenja A in amplitudo +a, ce izberemo wy,\ = 1,8. Izracunagte
razmerje moci obeh sumov.

Mocnostna gostota pasovno omejenega Suma je pri w = w, po enachbi (1.5) enaka:

P P
B (wy) = ———5 = — (1.11)

2
te(s)
g
Mocnostna gostota diskretnega nakljucnega binarnega signala je pri w = wy po

enacbi (1.7) enaka:
Wy

) 2
Bou(wy) = a2\ (Slig?> (1.12)

2
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Ker sta spektralni mocnostni gostoti (1.11) in (1.12) enaki, velja:

s wg 2
Sin ——
Dy = 2a°\ ( e ) (1.13)

2

Moc signala je enaka njegovi varianci, ki pa je enaka vrednosti avtokorelacijske
funkcije pri premiku 7 = 0. Razmerje mo¢i pasovno omejenega Suma (POS) in
diskretnega nakljuénega binarnega signala (DNBS) je enako:

0bos _ $ros(0) _ Fw
UQDNBS ¢pnes(0) a?

(1.14)

Ko vstavimo enacbo (1.13) v enacbo (1.14), dobimo:

w2
2 2a*A (SH:J ¢ ) Wy
X9n 4 /\
Ohos — 2 sin? 9% 1 3636 (1.15)

2
OHNBS 2a Wy 2

>hole

2
o 2




Poglavje 2

Neparametricne identifikacijske
metode

Neparametricna identifikacijska metoda je vsak postopek, pri katerem na osnovi
merjenja signalov, ki vstopajo v sistem ali iz njega izstopajo, dolo¢imo enega od
neparametricnih modelov identificiranega sistema. Neparametri¢ni model sistema
je lahko odziv na impulzni, stopnicasti ali kaksen drug signal, zelo pogosto pa se
uporablja tudi frekvenéni odziv procesa, ki je lahko upodobljen v Bodejevem,
Nyquistovem, Nicholsovem diagramu ali kako drugace. V tem delu se bomo
omejili na naslednje naparametriéne identifikacijske metode: Fourierovo analizo,
analizo frekvenénega odziva in korelacijsko analizo.

2.1 Fourierova analiza

Pri Fourierovi analizi identifikacijo izvajamo z neperiodi¢nim preizkusnim signa-
lom. Rezultat identifikacije je frekvenc¢ni odziv identificiranega sistema

G(juw) = % 2.1)

kjer sta Y (w) in U(w) Fourierovi transformaciji izhodnega in vhodnega signala:

Y(w) = /OO y(t)e 7¥dt
o (2.2)

U(w) = /_OO u(t)e 7 dt

o0
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Varianca napake frekvenénega odziva AG,(jw) zaradi motenega prehodnega po-
java se izracuna po naslednji enacbi:

an(W) - D, (w)Ty
w(Ww) U m

E{|AG, ()P} = 0%, (@) = 3 (2.3

pri ¢emer je pomen veli¢in v enacbi (2.3) naslednji:

0% (w) je varianca absolutne napake ocenjenega frekvencénega odziva, ki
. Gabs . 9
je seveda odvisna od frekvence w,

®,,,,(w) je spektralna mocnostna gostota motilnega signala n(t),
o &, (w) je spektralna mocnostna gostota vzbujalnega signala u(t),

e T4 je Cas opazovanja odziva,

m pa je stevilo ponovitev poskusa.

Standardno deviacijo napake frekvencnega odziva AG,,(jw) zaradi motenega pre-
hodnega pojava torej lahko podamo v obliki absolutne ali relativne napake fre-
kvencénega odziva:

UGabs (w) =

\/ (I)nn(w)TA
oo (w) = D, (w)T'a _ |G (Jw)| vV PoTs

" G W) vm  |G(jw)| [U(w)|v/m
kjer smo pri zadnji enacbi predpostavili, da je izhodni sum n(¢) dobljen iz belega

Suma s spektralno mocnostno gostoto ®q s filtriranjem preko filtra s prenosno
funkcijo G, (s).

Pri uporabi neperiodi¢nih signalov pa obstaja Se drug vir napak, to je ocena
stacionarnih vrednosti signalov. Ce ustaljeno stanje izhodnega signala ocenjujemo
na intervalu dolzine T in je motilni signal n(t) beli Sum, pridelamo naslednjo
dodatno varianco napake frekvencénega odziva:

Do
w2|U(w)|[?Tgm

08, (@) = E{|AGay (jw)|*} = (2.5)
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Primer 2.1 Sistem identificiramo z metodo Fourierove analize. Testni signal
je pravokotni impulz dolzine 1 in wvelikosti 2. Poiscite prenosno funkcijo
sistema, ce je Fourierova transformacija izhodnega signala:

18sin ¢ W
Y = 2 73 2.6
W)= SG+ 2007 (2.6)
Izhodni signal je moten s Sumom, ki ga modeliramo s sumnim filtrom
1
Gp(jw) = —— 2.7
) = 155050 (2.7)

Standardna deviacija Suma je 0,25% ustaljene vrednosti odziva sistema na
enotino stopnico. Doloci razmerje casa opazovanja proti Stevilu poizkusov
tako, da bo napaka frekvencnega odziva pri w = 0,03 enaka 6%.

Najprej prepisimo podatke:

T=1

Uy =2

T, =50

on = 0,0025 Yoo
0g,.,(0,03) = 0,06
G(s) =7

La =9

Fourierova transformacija pravokotnega impulza je:

i wT )
sin- . sin% .
U(w) =UyT ﬂz e T =2 2 2772 (2.8)
2 2

Frekvencéni odziv sistema dobimo z deljenjem Fourierovih transformacij izhodnega
in vhodnega signala (enacbi 2.6 in 2.8):

. Y(w) 9
GUW) = To) ~ 6B+ 10j0)7 (2.9)

Iskana prenosna funkcija je torej:

9
G(s) = G105 (2.10)

Sedaj lahko dolo¢imo ustaljeno vrednost odziva sistema na enotino stopnico. Upo-
rabimo teorem konc¢ne vrednosti:

. .1
Yoo = ili% sY (s) = £1Lr(1) S;G(S) =G(0) = 18 (2.11)
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Standardna deviacija Suma je:

0,0025
on = 0,0025 yoo = ’48 =5,2083-107° (2.12)

Relativna napaka frekvencnega odziva ocenjenega signala se izracuna po enacbi:

oo (w) _ |Gn(jw)| V (I)OTA
" G |U(w)] vm

(2.13)

V tej enacbi poznamo vse veli¢ine razen ¢ in %“, ki jo is¢emo. Standardna devi-
acija barvnega Suma o, je povezana z avtokorelacijsko funkcijo Suma pri premiku
0 (¢nn(0)) ter spektralno mocnostno gostoto suma Pq pri nizkih frekvencah:

. CIDOwg (I)O

02 = Gnn(0) = =—— = & =2T 0, =2,7127-107" (2.14)
2 27,

Oceniti je potrebna Se dva frekvenéna odziva in eno Fourierovo transformacijo pri
w = 0,03:

. 9

|G(]w)| |w:0 03 = 3 == 0,0205

716 (VI 100w2) ] o

1

G (jw = = 0,5547 (2.15)
’ (j )’ ‘w:0,03 V 1 + 2500(,&)2 w=0,03
U(W)]]_y g = 222 — 1,9999

' 2 lw=0,03

Kon¢ni rezultat je torej:

T o2 (W) |GG U (w)]?
T _ 96 () |GG U ()] — 72,6723 (2.16)

2.2 Analiza frekvencnega odziva

Pri analizi frekvencnega odziva identifikacijo izvajamo s sinusnim preizkusnim
signalom:

u(t) = Uy sin(wyt) (2.17)
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Zaradi linearnosti sistema je tudi odziv sistema po preteku prehodnega pojava
harmonicen signal enake frekvence kot vzbujalni signal, oba signala pa se razli-
kujeta po amplitudi in sta fazno premaknjena. Zaradi motenj se amplitude izho-
dnega signala in faznega zamika izhoda proti vhodu ne da izmeriti natanc¢no. Tu-
kaj bomo obravnavali dva postopka za ocenjevanje frekvenénega odziva procesa,
in sicer vrednotenje frekvenénega odziva z vzorcéevalnikom in metodo ortogonalne
korelacije.

2.2.1 Vrednotenje frekvenénega odziva z vzorcevalnikom
z vzorcenjem v dveh casovnih trenutkih

Pri tem postopku je potrebno po preteku prehodnega pojava izmeriti (vzorciti)
izhodni signal v dveh casovnih trenutkih:
2

tlznTp:nw—O

T neN (2.18)
ty =0T, + 3 = (nJri)Z—Z}

kjer je T, = i—’; perioda vzbujalnega signala. Prvi¢ izhod vzorc¢imo po preteku
celega Stevila period vzbujalnega signala (n mora biti dovolj velik, da izhodni
signal ze harmoni¢no niha), drugi¢ pa ga vzor¢imo ¢etrt periode pozneje. Izmer-
jena vzorca sta neposredno povezana s frekvenénim odzivom procesa pri frekvenci
wo-

y(t2) = Uy |G (jwo)| cos ¢ = Uy Re {G(jwo)}

y(t1) = Up |G(jwo)| sinp = Uy Im { G (jwo) } (2.19)

2.2.2 Metoda ortogonalne korelacije

Slabost prejsnje metode je, da je zelo nerobustna na sum. V dveh vzorcih, ki ju
uporabimo za izracun frekvenénega odziva, je namre¢ prisoten tudi Sum, ki se v
celotnem obsegu (le normiran z Uy) prenese na oceno frekvenénega odziva. Ideja
metode ortogonalne korelacije je, da s povprecenjem signalov ¢ez daljsi ¢asovni
interval zmanjSamo vpliv Suma. Vzbujanje in odziv procesa sta enaka kot pri
ocenjevanju frekvencnega odziva z vzorcéevalnikom:

u(t) = Uy sin(wot)

y(t) = Uy |G (jwo)| sin (wot + ¢(wp)) (2.20)
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Iz signalov u(t) in y(¢) lahko izra¢unamo korelacijski funkciji:

¢iuu(7) = UTZcos(ng) (2.21)
Puy(T) = 3 |G (jwo)| cos (woT + ¢(wo))

Namesto da bi v dveh tockah vzorcili signal y(t), s ¢imer bi v meritev vnesli
visoko stopnjo Suma, vzor¢imo (oz. bolje povedano izra¢unamo) velicino ¢y, (7)

pri7=0inpriT=—7 = B

Buy(0) = L |G (jwo)| cos (p(wo)) = % Re {G(jwo)}
Suy(—5=) = L |G jwo)| sin (p(wo)) = % Tm {G(jwo)}

Racunanje korelacijskih funkcij izvajamo po preteku prehodnega pojava, tako da
izracunamo realni in imaginarni del frekven¢nega odziva po naslednjih formulah:

(2.22)

Ts+nT)y
Re {G(jwo)} = p2r- /T (1) sin(wot ) dt
: (2.23)

Ts+nT),
I {Gjwo)} = 72 /T (1) cos(wot ) d

pri ¢emer je n pozitivno celo Stevilo, T}, je perioda vzbujalnega signala (i—’g), T,
pa je cas, ko prehodnega pojava ve¢ ni mogoce zaznati.

Vpliv motenj pri ortogonalni korelaciji

Analizirali bomo naslednje vrste motenj pri identifikaciji z metodo ortogonalne
korelacije:

1. Visokofrekvencni kvazistacionarni sum je lahko:
e Beli sum n(t) = v(t):
4P,
ag = —
Craps UgnT,
Varianca napake ocene frekvencnega odziva je torej premo sorazmerna

spektralni mocnostni gostoti Suma P, ter obratno sorazmerna kvadratu
amplitude vzbujalnega signala Uy in ¢asu opazovanja n7,.

(2.24)

e Sirokopasovni um, dobljen iz belega suma s filtriranjem preko filtra
S pasovno Sirino w, = Tig (aproksimacija pri majhnih 7, in dolgih
merilnih casih):

- 4@,1”(0)0)

A 2.2
UgnT, (225)

g énabs (wo)
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Poenostavljeni P

1
075} - n=1
a 05 = nN=2
0.25} =fp=s
16“ 1(3’ 10° OO 1 2 3 4
wo/mg ooloo0
a) b)

Slika 2.1: a) Odvisnost faktorja @ od razmerja med frekvenco vzbujalnega signala
in lomno frekvenco Sumnega filtra, ¢e je na izhodu procesa prisoten sirokopasoven
sum; b) odvisnost faktorja P od razmerja med frekvenco motilnega signala in fre-
kvenco vzbujalnega signala, ¢e je na izhodu procesa prisotna harmoni¢na motnja

Ce upostevamo formulo za spektralno mocnostno gostoto Sirokopasov-
nega Suma, dobimo naslednji izraz za standardno deviacijo napake
ocene frekvencénega odziva:

\/ 2(130(4)9 Q

oG,,,. (wo) = E{|AG(jwo)|} ~ U,

o (wo) = E{AG(w)l} /2P,
Gy \*0 |G (jwo)| |G (jwo)| Uy

kjer faktor ) podaja enacha

Q- Ve ! (2.27)

(2.26)

Jr(i+(2)) v

slika 2.1a pa prikazuje njegovo odvisnost od normirane frekvence =2
g

2. Harmoni¢na motnja oblike

n(t) = Ny cos(wt) (2.28)

Standardna deviacija napake frekvenénega odziva je:

oa,,, = |AG(jwo)| ~ Uo

)
_1AGGw) N,
= 100w~ TolG )

(2.29)

P

UGS
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kjer faktor P podaja poenostavljena enacba

\/5“,/1—1- ‘sm
1—

w # wy (2.30)
(5)? Mo
odvisnost (2.30) pa je prikazana tudi na sliki 2.1b.
3. Nizkofrekvencne motnje — lezenje:
n(t) = d(t) (2.31)

Za dolge merilne case (velik nT}) je napaka frekvencnega odziva

AG(jwy) =

anT D(wy) (2.32)

kjer je D(w) Fourierov transform motnje d(t). Varianca napake je torej:
Oéd (w()) = Ug,fQTg |D(WO)|2 (233)
Varianca napake frekvencnega odziva pri linearnem lezenju n(t) = Dyt:

4D?

— 2.34
Ugw? ( )

Uéd(%) =

Primer 2.2 Pri identifikaciyi z metodo ortogonalne korelacije uporabimo vzbu-
jalni signal amplitude 6 in frekvence 0,02 rad/s ter dobimo oceno absolu-
tne vrednosti frekvencénega odziva 0,0333. Dolocite potrebno Stevilo period
identifikacije, ce je izhod motil Sirokopasovni sum z mejno frekvenco 0,002
rad/s, standardno deviacijo 0,025 in srednjo vrednostjo 0, ée Zelimo stan-
dardno deviacijo napake frekvencnega odziva 1%.

Najprej prepisimo podatke:

Up=6

wo = 0,02 rad/s
|G(jwo)| = 0,0333
wy = 0,002 rad/s
o, = 0,025

og, (wo) =0,01

n="7
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Enacba za standardno deviacijo napake ocene frekvencnega odziva (2.26) pravi:
/200w Ve 1
(wo) A T — (2.35)
|G (jwo)| Uo 2\ V1
s (1 + (Z—g) )

Iz enacbe (2.35) izpeljemo n:

UGn

rel

“o

2@0(,&)9 wg 1

~ : (2.36)
GO T (1 (2)) o
Spektralno moc¢nostno gostoto ®, izpeljemo podobno kot v enaé¢bi (2.14):
2 2
By = =2 = 0,625 (2.37)
Wy

Ce izra¢unamo n po enacbi (2.36), dobimo 19,7368. Ker pa vemo, da mora biti
n pri metodi ortogonalne korelacije celo stevilo, vzamemo prvo celo stevilo, ki je
vecje od dobljenega rezultata. Koncni rezultat je torej:

(2.38)

Primer 2.3 Koliksno je najmanjse stevilo period integracije, pri katerem stan-
dardna deviacija napake frekvencnega odziva ne preseze 1%, ce je v primeru

2.2 izhodni signal motil periodicni signal frekvence 0,03 rad/s in amplitude
0,6.

UO - 6

wp = 0,02 rad/s
G (jwo)| = 0,0333
Ny =0,6

w = 0,03 rad/s
oc,. ,(wo) = 0,01

n="7

Standardna deviacija napake frekvencnega odziva je:

N, V2 1+ ()2

' DolGGwo)l [y = (2
wo

nw )
wo

sin(m

2.39
., = (239
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Zadnji faktor v enacbi (2.39) je enak 0, e je izpolnjen pogoj:

T =iy l€Z=15n=1 (2.40)
Wo

veckratnik, tako da je resitev naloge:
n=2 (2.41)

Pri n = 2 je namre¢ standardna deviacija napake frekvencnega odziva enaka 0 in
ne presega 1%. [

Primer 2.4 Koliksno pa je nagmangse liho stevilo period integracije, pri katerem
standardna deviacija napake frekvencnega odziva v primeru 2.3 ne preseZe

1%.

Up=6

wo = 0,02 rad/s
|G(jwo)| = 0,0333
Ny =0,6

w = 0,03 rad/s
og,, (wo) = 0,01

Nyip, =1

Iz enacbe (2.39) lahko izpeljemo n:

N, \/ﬁw% 1+ (2)? sin(m22)
n : — (2.42)
Uo |G (juwo) 1— (in)Q Mg 9Gs,
Ce je n lih, je sin(m2)| = 1, tako da iz enacbe (2.42) dobimo:
n & 194, 9632 (2.43)

Pravilni rezultat je najmanjse liho stevilo, ki je vecje od stevila, izracunanega v
enachi (2.43), torej
n =195 (2.44)
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2.3 Korelacijska analiza

Znano je, da lahko izhod linearnega casovno nespremenljivega sistema dobimo
s konvolucijo impulznega odziva in vzbujalnega signala. Obratna pot je iskanje
impulznega odziva, ki ga lahko poiscemo z dekonvolucijo. Tezava je, da je opi-
sani postopek zelo nerobusten na motnje. Korelacijske funkcije v dobrsni meri
zmanjsujejo vpliv suma. Ce upostevamo konvolucijo med korelacijskimi funkeci-
jami

¢wvwzlmmw@a7—ww (2.45)

bi lahko tudi tukaj impulzni odziv dobili z dekonvolucijo. Operacija dekonvolucije
ni analiti¢no resljiva (lahko jo resimo priblizno), zato uporabimo poseben vzbu-
jalni signal. Sistem namre¢ vzbujamo z belim Sumom. Njegova avtokorelcijska
funkcija je:

zaradi ¢esar enacba (2.45) preide v
Puy(T) = Puog(7) (2.47)

Impulzni odziv procesa lahko izracunamo po naslednji enacbi:

() = 500 (2.48)

Varianca napake ocene impulznega odziva se izracuna po naslednji formuli:

o2 = var [g(r)] = % [ /0 TRt + gﬂ (2.49)

Prvi ¢len v enacbi (2.49) je posledica lastne oz. inherentne statisti¢ne negotovosti,
ki izvira iz naklju¢ne narave vzbujalnega signala. Drugi clen pa je posledica
izhodne motnje n(t), katere varianca je o2.

Primer 2.5 Proces analiziramo z belim sumom kot vhodnim signalom z metodo
korelacijske analize. Koliksen je potreben c¢as integracije, ¢e naj bo relativna

napaka rezultirajocega impulznega odziva 5%. Ocenjena prenosna funkcija

: _ _3s+45
je G(s) = 2503

21— 0,05

max

T ="
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Najprej poisc¢imo impulzni odziv sistema, ki je enak inverzni Laplaceovi transfor-
maciji prenosne funkcije:

g(t) = LTHG(s)} =L {%} =L {3 i 1 lerz} T (2.50)

=2 t4e 2 t>0

Potrebujemo tudi maksimalno vrednost frekvenénega odziva, ki seveda nastopi
obt=0:

Grnar = 3 (2.51)
Ker sistem ni moten s Sumom, je o,, v enachi (2.49) enak 0, is¢emo pa:

/0 g (t)dt = /O (de™® +4e* + e *)dt =2+ 3 + 1 =3,5833 (2.52)

Konéni rezultat izpeljemo iz enacbe (2.49):

1 [ 1 e
g2(t)dt = m/ gQ(t)dt = 159,26 (253)
mazx 0

T =

o2
a5 Jo

Imazx

Primer 2.6 Kaksno je razmerje signal/sum %, da je v primeru 2.5 prispevek
1zhodne motnje k varianct napake z’mpulzﬁega odziva enak prispevku lastne
oz. inherentne statisticne negotovosti. Koliksna je takrat relativna napaka
impulznega odziva?

T — 159,26
oo a'727
o g(t)dt = g~
by s
9% _9
Imazx ’

Prvi ¢len v enacbi (2.49) je posledica lastne oz. inherentne statisti¢ne negotovosti,
drugi ¢len pa je posledica izhodne motnje. Ker morata biti oba prispevka enaka,
je razmerje signal /Sum enako:

D, >0 -
S = { / gQ(t)dtl — 0,2791 (2.54)
0

On

Ker se je varianca glede na prejsnji primer podvojila, se je standardna deviacija
povecala za faktor v/2, kar pomeni, da znasa 7,071%:

Oy

= 0,05v2 = 0,07071 (2.55)

gmaz‘




Poglavje 3

Parametri¢ne identifikacijske
metode

3.1 Metoda najmanjsSih kvadratov

Metoda najmanjsih kvadratov se zelo pogosto uporablja za ocenjevanje parame-
trov staticnih in dinamicnih sistemov. Denimo, da model sistema podaja enacba:

y=9'0+v (3.1)

kjer je P znan vektor dimenzije n x 1, y je znan skalar, v neznan skalar (Sum ali
motnja), © pa je neznani vektor dimenzije n x 1, ki ga is¢emo:

01
02
0=. (3.2)
On,
Z drugimi besedami, is¢emo n parametrov 0;,7 = 1, ..., n. Ce imamo na razpolago

eno enacbo, seveda ne moremo oceniti n neznanih parametrov. Ce pa imamo
N > n enach:

y1 =P 0+
Y2 Zﬂ)QTG + Vo

yn = PO + oy

17
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lahko zapisemo matri¢no enacbo:

y=¥Y0+v (3.4)
kjer je:
Y 11’; U1
y = y.2 Y= 11).2 V= U.Z (3.5)
YN ll)% U‘N

Ce bi poznali v, bi za resitev enacbe (3.4) potrebovali n linearno neodvisnih
enach. Ker v ne poznamo, uporabimo za dolocanje resitve 0 veliko ve¢ kot n
enacb. S tem resitev ni eksaktna, pac¢ pa izberemo tisto resitev, pri kateri je izraz
Ziv:l(yk —7'0)2 minimalen. Minimiziramo torej vsoto kvadratov odstopanj. Ce
je srednja vrednost motnje v enaka 0 in ¢e motnja v ni korelirana s 1, podaja
resitev enacbe (3.4) v smislu najmanjsih kvadratov naslednji izraz:

0 = (Y'w) lyTy (3.6)

[zhodni pogresek e je definiran kot razlika med izhodom sistema y in izhodom
identificiranega sistema ¢:

=y — =y — W0 k=12 N (3.7)

Kovarianc¢na matrika vektorja ocenjenih parametrov se izracuna po formuli:

kov [0 — 0] = (whw) o = (tyT\y)lﬁ ;(ek _e? (38

kjer je e srednja vrednost izhodnih pogreskov:

e=> e (3.9)

k=1

Na glavni diagonali kovariancne matrike se nahajajo variance ocen pripadajocih
parametrov.

Kadar imamo opravka z dinami¢nim sistemom, zapisemo v obliki (3.1) kar dife-
rencno enacho sistema. Ker imamo obic¢ajno na razpolago meritve v ve¢ ¢asovnih
trenutkih, uporabimo ¢imve¢ meritev, tako da v kar najvecji meri zmanjSamo
vpliv motenj.
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Primer 3.1 Sistem opisuje diferencna enacba:

y(k) = by /Tulk — 1)] - axy(k — 1) (3.10)

Izmerjene vrednosti vhodnega in izhodnega signala so naslednje:

k 0 1 2 3] 4
u(k) | 1 2 0 -1 0
y(k) |0 1,9|1,1]-09 |27
Po metodi nagmangsih kvadratov izracunajte oceni parametrov ay in by.
Dolocite tudi standardni deviaciji obeh ocen.

Enacbo (3.10) lahko zapisemo za k = 1,2,3,4. S tem dobimo matriko ¥ in vektor

1,9 10
1,1 V2 —19
=109l ¥=]0 -11 (3-11)
2.7 109
Ko enacbo (3.11) vstavimo v enacbo (3.6), dobimo:
A 1,92 . -
0= [0784} = |a, =0,84,b = 1,92 (3.12)

~

Sedaj moramo pri k = 1,2, 3,4 izracunati e e(k) = y(k) —g(k) = y(k) — P’ (k)0.
V ta namen sestavimo novo tabelo:

k 1 2 3 4
y(k) 1,9 1,1 —0,9 2.7
(k) 1,9162 | 1,1054 | —0,9289 | 2,6762
e(k) —0,0162 | —0,0054 | 0,0289 | 0,0238
e(k)—e | —0,0239 | —0,0132 | 0,0211 | 0,0161

é= 24: e(k) = 0,0078 (3.13)

Varianca pogreska e(k) je naslednja:
4
2=1) (e(k)—e)® =4,8369- 10" (3.14)
k=1
Kovarian¢éno matriko izra¢unamo po enacbi (3.8). Standardni deviaciji obeh ocen
sta:

74, = 0,0100 0}, = 0,0119] (3.15)
u




