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Gradnja modelov s pomocjo opazovanja in Studij njihovih lastnosti

sta bistveni sestavini modernih znanosti

Modeli imajo lahko bolj ali manj formalni znacaj, vendar je njihova
osnovna lastnost, da skusSajo zdruziti opazovanja v nek vzorec
(zgled), ki ima enake lastnosti kot opazovani sistem

Sistem je omejena ureditev procesov, ki vplivajo eden na
drugega, proces pa oznacuje pretvorbo in/ali transport (prenos)
materije, energije in/ali informacije (DIN 66201)

Obravnavali bomo le matematicne modele, ki omogocajo opis
casovnega (staticnega in dinamiCnega) obnasanja poljubnih
sistemov (tehnicnih, bioloskih, ekonomskih) in predstavljajo
bistveno sestavino moderne sistemske teorije

Matematicni model lahko dobimo s postopki teoreticnega
modeliranja

Identifikacija



Identifikacija dina iﬁ

e

\)
Alternativni nacin modeliranja je gradnja modela na podlagi

analize merjenih signalov procesa — ta postopek se zato imenuje
eksperimentalno modeliranje ali identifikacija

Cilj identifikacije je torej doloCiti model sistema na osnovi
podatkov iz sistema

Pristop je zelo privlacen, saj lahko do modela pridemo (vsaj v
teoriji) brez poznavanija fizikalnih lastnosti sistema

Zal pa so merjeni podatki (skoraj) vedno nenatan¢ni in netoéni,
saj so vsi senzorji podvrzeni dolocenim napakam

Druga tezava, ki nastopi, je, da so modeli vedno nepopolni —
realni sistemi so obicajno bistveno bolj kompleksni kot njihovi
poenostavljeni modeli, zato je iskanje idealne slike realnega
sistema nesmiselno — kljucno je, da dobimo model, ki je
uporaben oz. zadosti svojemu namenu

Identifikacija



Teoreticno modeliranje vs

Identifikacija

TEORETICNA ANALIZA

ki

Predpostavke za poenostavitev

EKSPERIMENTALNA ANALIZA

A-priorl znanja o procesu:

znana neznana
struktura strukture
Nastavitev osnovnih enach:
1) Ravnotezne enacbe
2) Fizikalno-kemicne enacbe |A /1
sta.nv]a . Eksperiment
3) Enacbe pojavov
4) Entropijske ravnotezne
enache
Identifikacyja:
Teoreticni model: parametricna neparametricéna
e struktura
e parametrl
Poenostavitev Eksperimentalni model:
! parametricen neparametricen
Poenostavljeni model: A/2
e struktura e struktura
e parametrl - , Tl
B/1 e parametn

Primerjava n 1zbor <

!
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Teoreticho modelire

Rezultat teoreticnega modeliranja
je sistem navadnih in/ali parcialnih
diferencialnih enacb; ¢e ga uspemo
reSiti, dobimo teoreticni model
procesa z doloceno strukturo in
parametri

Pogosto je ta model obsezen in
kompliciran in ga moramo
poenostaviti pred nadaljnjo uporabo

Tudi ¢e ne moremo eksplicitno resiti
sistema enacb, dajejo posamezne
enacbe pomembne napotke o
strukturi modela (n.pr. ravnotezne
enacbe so vedno linearne in enacbe
pojavov linearne na Sirokih
obmodjih, fizikalno-kemicne
enacbe stanj pa pogosto uvajajo
nelinearne odvisnosti)

Identifikacija
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Pri identifikaciji dobimo matematicni
model procesa iz meritev (predhodna
znanja o procesu, ki smo jih pridobili
n.pr. s teoreticno analizo ali z analizo
meritev, so bistvena za dolocitev
strukture — pri linearnih procesov red)

Naslednji korak je zajem meritev iz
procesa in ovrednotenje signalov s
pomocjo identifikacijskega postopka, s
Cimer izrazimo povezavo vhodnega in
izhodnega signala z nekim
matematicnim modelom

Vhodni signali so lahko naravni, v
procesu nastopajoci delovni signali ali
umetno uvedeni preskusni signali

Z 0zirom nha namen uporabe izvedemo
identifikacijo parametricnih ali
neparametricnih modelov .



Teoretichno modelirz A

Teoreticni model vsebuje funkcionalno povezavo med
fizikalnimi podatki o procesu in njegovimi parametri

V eksperimentalnem modelu nasprotno nadomescajo
parametre le StevilCne vrednosti, katerih funkcijska zveza s
fizikalnimi podatki o procesu ostane neznana (obicajno pa
tocneje opisemo trenutno dinamicno obnasanje procesa ali
to izpeljemo z manjSimi stroski)

Teoreticno in eksperimentalno modeliranje se dopolnjujeta
S primerjavo modelov nastane povratna zveza v postopku
Modeliranje je v splosnem iterativni postopek

Idealno je kombinirati oba pristopa: obicajno s teoreticnim
modeliranjem doloCimo strukturo, z identifikacijo pa
parametre

Identifikacija



Teoreticho modelire

Struktura modela je posledica naravnih
zakonov

Opis obnasanja notranjih spremenljivk stanja in
vhodno/izhodnega obnasanja

Parametri modela so podani kot funkcije
procesnih velicin

Model velja za ves razred tipa procesov pri
razlicnih obratovalnih stanjih (mnoge procesne
veli¢ine so pogosto le nedolo¢eno poznane)
Model lahko zgradimo tudi za nek proces, ki ne
obstoja

Bistvene notranje poteke procesov moramo
poznati z moznostjo matematicnega opisa

Vecinoma zahteva veliko Casa

Identifikacija
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Strukturo modela moramo privzeti
Identificiramo le vhodno/izhodno obnasanije

Parametri modela so Ciste Stevilcne vrednosti, v
katerih ne vidimo povezave s fizikalnimi
procesnimi veliCinami

Model velja le za raziskovalni proces in
doloceno stanje obratovanja (zato lahko to
obnasanje opiSemo relativno to¢no)

Model lahko identificiramo le za nek obstojec
proces

Ni potrebno poznati notranjih potekov procesov

Ker so postopki identifikacije neodvisni od

posameznih procesov, lahko enkrat razvito
programsko opremo uporabimo pri mnogih
razlicnih procesih

Vecinoma zahteva relativno manj Casa
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o Identifikacija je eksperimentalna dolocitev casovnega obnasanja

procesa z uporabo merjenih signalov. Casovno obnasanje je
definirano znotraj nekega razreda matematicnih modelov in
ponazarja identificirani proces tako, da so razlike med dejanskim
procesom in njegovim matematicnim modelom cim manjse.
o Ta definicija se naslanja na definicijo, ki jo je postavil Zadeh in
vsebuje tri bistvene pojme:
— Merjeni signali
— Razred matematicnih modelov
— Razlika (pogresek) med dejanskim procesom in njegovim
matematicnim modelom
 Vsi trije pojmi so bistveni pri delitvi identifikacijskih postopkov, ki
jih bomo obravnavali v nadaljevanju

Definicija identifikac

Identifikacija



Identificirani sistem aia

O
o Identificirani dinamicni sistem lahko konceptualno opiSemo tako,

kot to prikazuje slika
| v(t)

u(t) A y(t)
Dinamicni sistem

e Na sistem vplivajo vhodne spremenljivke u(t) in motnje v(t)
e Uporabnik lahko vpliva na vhodne signale, ne more pa vplivati na
motnje

e Motnje delimo na taksne, ki jih lahko direktno merimo in na
taksne, ki jih ne moremo direktno meriti, je pa njihov vpliv seveda
viden posredno na izhodu y(t)

(5)

Identifikacija
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Ilustracija pomemb

» Identifikacija statichega modela g\

— Ce nimamo prave strukture, se zdi, da vsaka meritev potrebuje svoj
model

— Ce je mnozica modelov le posledica stohasti¢ne narave procesa,
lahko poiS¢emo model, ki se najbolj prilega veliki mnozici meritev

« Identifikacija realnega procesa — kvadrokopterja g\
— Izredno pomemben korak je obdelava meritev pred identifikacijo
— Dolocitev strukture se je spet izkazala za kljucno
— Tudi postopek iskanja modela je lahko problematicen — optimizacija
obtici v lokalnih minimumih ipd.
« Identifikacija posumljenega staticnega modela 4
— Zaradi Suma ocena parametrov vec ni enaka dejanski vrednosti

— Pomembno je, da ocena z veCanjem Stevila opazovanj konvergira k
pravi vrednosti (lastnosti metod se v tem pogledu zelo razlikujejo)

10
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Ilustracija pomemb

« Vpliv porazdelitve Suma na identifikacijo =)

— Ce lahko motnje opiSemo z normalno porazdelitvijo, je varianca oz.

standardna deviacija ocene parametra ustrezna mera zaupanja

— Ce imamo drugaéno porazdelitev $uma, je potrebno podati

porazdelitev ocene parametra

— Zaradi centralnega limitnega teorema z vecanjem Stevila vzorcev

gostota verjetnosti ocene pogosto konvergira k normalni porazdelitvi

»  Sum na vhodu (ki v tem primeru vstopa v regresor) ¢\

Regresijska enacba povezuje regresor , parametre 0 in izhod y:
—_ TO
y=y
Ce je Sum na regresorju (v tem primeru na toku), to povzroci
sistematicno napako ocene, ocena je namrec pristranska
Pristranskost je odvisna od razmerja signal/Sum na regresorju

Pristranskost ni odvisna od Ssuma na izhodu (Ce sta motniji
nekorelirani) — smiselno zamenjati izhode in regresorje, e mozno,:;

Identifikacija
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Ilustracija pomembnih

» Preveliko Stevilo ocenjevanih parametrov g\

- Ce ocenjujemo preveliko Stevilo parametrov, so ocenjeni parametri
med seboj korelirani in imajo veliko varianco

— Ekstrapolacija modela je vedno problematicna, v primeru
preparametrizacije pa je problem Se hujsi

Identifikacija
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e Merjeni signali vsebujejo motnje
o Cas za izvedbo identifikacijskega postopka je omejen
o Velikosti vhodnega in izhodnega signala sta omejeni

« Oblika vhodnega signala je omejena z uporabljenim izvrSnim
clenom, ti imajo predvsem naslednje prenosno obnasanje:

Proporcionalni pogoni izvrsnih Clenov (pnevmatski in hidravlicni)

Integrirni pogoni izvrsnih clenov s spremenljivo hitrostjo (hitrostno
krmiljeni enosmerni motorji)

Integrirni pogoni izvrsnih Clenov s konstantno hitrostjo (izmenicni
motoriji s tropolozajnim stikalom)

Pogoni izvrsnih Clenov s kvantizacijo (elektricni koracni motoriji)

Pogoni izvrsnih Clenov z dvopolozajnim stikalom (npr. grelne
naprave)

13
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1. Definicija uporabe modela — uporabnost modela je bistvena

Za njegovo ovrednotenje

2. Zbiranje apriornih znanj — temelji na dobrem poznavanju
procesa in fizikalnih zakonitosti, na izkusnjah pri preteklem delu s
procesom oziroma s sorodnimi procesi, na zbiranju statisticnih
podatkov o signalih (predvsem motilnih) — struktura modela

3. Nacrtovanje meritev, kjer izberemo:

— vhodne signale (naravno obratovalne, umetno preskusne, njihovo
obliko, amplitudo in frekvencne spektre),

— Cas vzorcenja in merilni Cas,

— meritev v odprti ali zaprti regulacijski zanki,
— nesprotno ali sprotno identifikacijo,

— aparaturno opremo,

— filtriranje moten;j

Koraki v postopku ic

14
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4. lzvedba meritev

5. ldentifikacijski algoritem, ki na podlagi meritev doloCi
identifikacijski model

6. Preskus identificiranega modela na signalih, ki niso bili
uporabljeni pri identifikaciji (vrednotenje ali validacija)

7. Ce je vrednotenje negativno, je potrebno ponoviti nekatere
zgornjih korakov

e Model identificiranega procesa dobimo le redko v eni potezi

e Pogosto moramo npr. izvesti predhodne meritve in Sele nato po
analizi pristopiti k dejanski identifikaciji

o Postopek identifikacije je zato v sploSnem iterativen

15
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e Glede na razred matematicnih modelov:

— Parametricne identifikacijske metode dajo kot rezultat parametricne
modele, to je modele z eksplicitno izrazenimi parametri (npr.
diferencialne enacbe, prenosne funkcije).

— Neparametricne identifikacijske metode dajejo kot rezultat
neparametricne modele, ki podajajo vhodno-izhodno obnasanje v
obliki tabel vrednosti oz. krivulje (n.pr. utezne funkcije, frekvencni
odzivi, odzivi na stopnico v tabelaricni ali graficni predstavitvi)

e Glede na razred uporabljenih signalov:

— Delitev glede na zveznost neodvisne spremenljivke:
= zvezni
= diskretni
— Delitev glede na naravo signalov:
= doloceni (deterministicni)
= nakljucni
= psevdonakljucni (podobne lastnosti kot nakljucni, a umetno tvorjeni)

16
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Delitev identifikacijski i

e Glede na pogresek med procesom in modelom:

— Izhodni (razlika med izhodom procesa in izhodom modela; model in proces
sta prikljuena na isti vhodni signal)

— Vhodni (razlika med vhodom procesa in izhodom inverznega modela, ki ima
kot vhod izhod identificiranega procesa)

— Posploseni (model je razdeljen v dva dela; prvi del modela ima isti vhod kot
identificirani proces; inverz drugega dela modela ima kot vhod izhod
identificiranega procesa; posploseni pogresek je razlika med izhodoma obeh

delov modela)
o, ‘én y
(i . (i :
=~ P LA U .

u

__ i T o~ =1L
M 5 T M 1 O,
e

[zhodni pogresek Vhodni pogresek Posploseni pogresek

Identifikacija
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Delitev identifikacij

o Glede na soCasnost meritev in vrednotenija:

— Nesprotne metode, kjer posnamemo signale na ustrezen medij in jih
Sele kasneje obdelamo in sicer vse podatke naenkrat.

— Sprotne metode, kjer poteka obdelava socasno s pojavljanjem novih
parov vhodno-izhodnih signalov. Ce dobivamo signale neposredno z
meritvijo vhoda in izhoda identificiranega procesa, mora teci
obdelava v realnem casu. Obdelava v realnem Casu je torej
sprotna obdelava, ni pa nujno, da je vsaka sprotna obdelava tudi
obdelava v realnem casu, saj lahko sprotno obdelujemo tudi signale,
ki smo jih predhodno spravili na ustrezni medij in jih kasneje
reproduciramo in obdelujemo na enak nacin kot Ce bi jih dobivali
neposredno z meritvijo vhoda in izhoda procesa.

e Glede na uporabljeni postopek obdelave podatkov:
— Nerekurzivnhe metode
— Rekurzivhe metode

18
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Modeli za identifikacij B

e Parametricnhi modeli:

— Zvezni modeli:
= Diferencialne enacbe

= Zvezne prenosne funkcije, ki jih dobimo iz diferencialnih enacb z

Laplaceovo transformacijo ob predpostavki, da sistem ne vsebuje
zacCetne energije

= Zapis v prostoru stanj itn.
— Diskretni modeli:
= Diferencne enacbe

= Diskretne prenosne funkcije, ki jih dobimo iz diferencnih enacb z z-
transformacijo ob predpostavki, da sistem ne vsebuje zacCetne energije

= Zapis v prostoru stanj itn.
o Neparametricni modeli:
— Frekvencni odziv
— 0dziv na stopnico, impulz itn.

Identifikacija
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Modeli zveznih siste

e Linearne Casovno nespremenljive procese s koncentriranimi
parametri opisemo z navadnimi linearnimi diferencialnimi enacbami
s konstantnimi koeficienti v naslednji obliki

y™ +a;y™ D+t ay 1y + any = bou™ + byu™ Y + -+ by gy + byu
— u(t) vhod v proces, y(t) njegov izhod, b; in a; SO parametri procesa

« S pomocjo Laplaceove transformacije dobimo pri pogoju, da proces
ne vsebuje zacCetne energije (vsi zacCetni pogoji v zgornji enacbi so
enaki nic), prenosno funkcijo procesa:

Y(s) bos™+bys™ "t 4+ by_15 + by

U(s) st+a;s"14-4a, ,5+a,

e Laplaceova transformacija izhoda Y (s) je produkt prenosne
funkcije G (s) in Laplaceove transformacije vhoda U(s)

o Produktu v frekvencnem prostoru ustreza konvolucija v Casovnem:

y(®) = f;” g@u(t — dr = [" u(@g(t—)dr 4\

G(s) =

20
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o Parametricni zvezni model je model zveznega procesa izrazen s
parametri, npr. parametri b; in a; prenosne funkcije

o Glede na konvolucijsko enacbo je mozen neparametricni model
odziv na enotin impulz g(t), ki ga imenujemo impulzni odziv ali
utezna funkcija

o Drugi neparametricni model je frekvencni odziv G (jw):

_ Interpretacija s harmoni¢nim vzbujanjem: Ce vzbujamo stabilni
linearni Casovno nespremenljivi sistem s sinusnim signalom:
u(t) = Upsin(wyt + @)
se sistem odzove s harmonicnim nihanjem enake frekvence:
y(t) = Ypsin(wot + @,)

— Razmerje amplitud je doloceno z amplitudnim odzivom % = |G(jwy)]
0
— Fazna razlika je doloCena s faznim odzivom ¢, — ¢, = <[G(jw,)]

21
Identifikacija



A 4
PR Je MO
RS b IR
[nhaihig
RN

e

e Povezava med impulznim odzivom g(t) in prenosno funkcijo G(E)J:
G(s) = L{g(®)} g(t) = L7HG(s)}
o Povezava med frekvencnim odzivom G(jw) in pren. funkcijo G(s) :
G(w) = lim G(s)

S=jw

Povezave med model

e Povezava med impulznim odzivom g(t) in frekvencnim odzivom
G(jw):
G(jw) = Flg()} g®) =F HG(w)}
— Operator F{-} je Fourierova transformacija:
X(w) =F{x)} = j x(t)e J@tdt = Sl_i)r]r(le(s)

= x(t) je zvezni signal, X(w) njegova Fourierova transformiranka

— Povezava med frekvencnim odzivom in Fourierovimi transformirankami:
Clin) = Y(w)

(=)
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Enostavhe metode id ﬁ

o Strejceva metoda identifikacije:

— Temelji na identifikaciji sistema pri vzbujanju s stopnicastim
preizkusnim signalom

— Je zelo enostavna, a je primerna za majhen nabor nezahtevnih
procesov, ki pa so v praksi dokaj pogosti

e Metoda s prilagajanjem modela:
— Je zelo intuitivna
— Temelji na optimizaciji, zato je racunsko precej zahtevna
— Primerna za Sirok nabor procesov

— Z ustreznimi prilagoditvami jo lahko uporabimo tudi za identifikacijo
diskretnih, nelinearnih, casovno spremenljivih procesov

Identifikacija



Strejceva metoda id

PROCES | ODZIVNASTOPNICO Uy, | KARAKTERISTICNI PARAMETR (')
e Najpogosteje imamo (pocnostaien
predvsem za nhamene u
nacrtovanja vodenja opravka s | R N A
proporcionalnimi ali f - 1
integrirnimi procesi o P E I
« Proporcionalni sistemi se pri —
vzbujanju s stopnicastim e N e e
vzbujalnim signalom odzovejo e
s koncno spremembo izhoda R TN I
e Integrirni sistemi se na L~
stopnicasto vzbujanje T ot
odzovejo z neomejenim « - |
odzivom, pri cemer je N / - ]
asimptota polinomska funkcija | = | 4" © | " ™
(pri.sistemu._1. vrste premica) ] 2
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Strejceva metoda identifik e

vzbujat;je k)
. S stopnico
e Diagram poteka za |

izbor enega od pri
enostavnih modelov

na stopnico

|

dologitev in
izloGitev
zakasnitve

m

P-proces 0<K coo/Kt\ w0 I-proces

; dolocitev
Yoo
Voo Ty
Ie >0,104 dologitev dologitev
T K, K,
<0,104
doloéitev doloéitev doloéitev doloéitev
T 1.1, n, T n T

Identifikacija



Proporcionalni sistemi dr ﬁ
S -
= \J
 Model izberemo, Ce: oz ///
za _ 0,104 Lo/
Ti ’ zz 0.04 /
e Model procesa: /
6(s) = =3
S _ (TlS + 1)(TZS + 1) 00 0.1 0.2 0.3 04 i’ﬂQ{ZI/.ST1 06 0.7 0.8 0.9 1
e Za dolocitev potrebujemo:
- Tza 26 //
- Tiz S
A . a
— KS — ﬁ o 2 i
1.8 /
e Postopek: i
TEa._e 7& - 722 ST > T l: S
T; T T; . . ‘ 1

0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 07 08 09 1

15/14 ‘

Identifikacija



11111111

Proporcionalni sistemi Visj

) N
| . O
e Model izberemo, ce: o
T 05
== > 0,104 o
TiZ 0:3
e Model procesa:
G(s) = > B
( ) (TS + 1)7’1 1 2 3 4 5 ¢ 7 8 9 10
e Za dolocitev potrebujemo:
- TZCl ° /
- Ty, 5 s
K. = AY . 4 ,///
- N5 Tay T i
o Postopek: 2 /,/
T T T 1 31
—_— - n-o—- ai
7} n g‘f”////
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Integrirni sistemi prve ﬁ

e Integrirni sistem ima pole pri
s=0

e Vrsta — Stevilo polov pris =0
e Model procesa torej:

f:'s Tza

s
Yza

K;
s(Ts + 1)
e Za dolocitev potrebujemo:

- Tza -

— Yza = y(t)|t=Tza 8

ySS
_ K, = s
N

o Postopek: 2
ySSTZCl_)n_)b_)T A :
yZCl T 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Identifikacija
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e Proces in model vzbujamo z istim signalom, nato izraCunamo
pogresek med izhodom procesa in izhodom modela

e Tri vrste pogreskov, zato ima metoda tri variante

e Skupno vsem je vzbujanje procesa in modela ter optimizacija ‘\
modela, ki zajema tako optimizacijo strukture kakor tudi
optimizacijo parametrov modela

o Uporabna predvsem v nesprotni (off-line) izvedbi, ko je odziv
procesa posnet na datoteki

Generacija
vhodnega
signala

—

Proces

¥y

il

Identifikacija
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pogreska
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Optimizacija
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Tabela
oziroma
datoteka
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y@l

b

-

Optimizacija

o

Izracun
pogreska
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Metoda z izhodnim pc¢ B

o Bistvo metode je v paralelni povezavi modela in procesa

e Model mora biti zato realiziran v rekurzivni obliki, ko ima prenosna
funkcija stevec in imenovalec, ki sta polinoma

e Metoda uporabna za zvezne in diskretne procese

o Prikazana izvedba, ki zajema signale iz procesa, mozna pa je tudi
izvedba, kjer so signali procesa posneti na datoteki

Proces y

Generacija -
vhodnega
signala v —

r Optimizacija €——— ‘\ ‘\
Identifikacija
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Metoda z vhodnim pc¢

e Prikazana izvedba s signali, ki so posneti na datoteki

e Metoda le omejeno uporabna, saj bi inverz modela s
casovno zakasnitvijo potreboval predikcijo; v praksi to
resujemo tako, da namesto signala y vodimo v inverzni
model njegovo predikcijo (ki jo seveda imamo, saj so signali
posneti na datoteki)

Tabela
@ oziroma o P
Optimizacija

) datoteka
Cas

Identifikacija



Metoda s posploseni i

e

v . v . .

e Metoda s posplosenim pogreskom izmed vseh metod najbolj

uporabna, predvsem pri diskretnih sistemih, ker daje linearni
sistem enacb za ocenjevanje parametrov

e Model 1 predstavlja Stevec prenosne funkcije, model 2
imenovalec

@ Tabela ﬂ
OZ1roma
U —_
>~ | datoteka w I M(}%
Cas

Optimizacija
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Enostavna metoda ide .
modelov B

e Obravnavali bomo le merjenje frekvencnega odziva:

— Na vhod procesa damo sinusni signal doloCene frekvence; ker
(predpostavka) proces linearen, tudi izhod procesa (po izteku
prehodnih pojavov) sinusne oblike (drugacna amplituda in faza)

— Razmerje amplitud signalov imenujemo amplitudni odziv, razliko faz
obeh signalov pa fazni odziv
— Obe velicini skupaj (kompleksno stevilo) tvorita frekvencni odziv
— Postopek ponovimo pri vseh frekvencah; v praksi pri zanimivih
— Merjenje razmerja amplitud in razlike faz na razlicne nacine:
= VCasih v ta namen uporabljali kompenzacijski princip
= Danes predvsem korelacijske metode — prednost izloCanje Suma
— Dve moznosti vzbujanja procesa:

= Generiramo sinusni vhodni signal (racunalnik, signalni generator);
prednost metode znana frekvenca, slabost proces v odprti zanki

= Relejska povratna zanka -

Identifikacija
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Relejska povratna ze

e

\J

UNgENI ZON S B G)

« V vecini primerov sistem zaniha v okolici delovne tocke; prednost
— sistem s povratno zanko ostane v blizini DT, slabost — frekvenco

potrebno izmeriti (problem, ker perioda obicajno ni mnogokratnik
casa vzorcenja)

e Signal u(t) v primeru nihanja niz pravokotnih pulzov, y(t) pa blizu
sinusnemu signalu; oba priblizno nasprotne faze

o Astrom in Hagglund uporabila za nastavljanje PID

 Analiza sistema je mozna s pomocjo opisnih funkcij, tu bomo
zadevo obravnavali le simulacijsko 4 4\ -
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Korelacijske funkcije a-a

e

\)
o V praksi so merjeni podatki vedno moteni s Sumom, zato moramo

uporabljati teorijo stohasticnih signalov

o Ce so (stohasti¢ni) signali med seboj odvisni, lahko povezavo med
njimi ovrednotimo s pomocjo korelacijskih funkcij

o Avtokorelacijska funkcija podaja odvisnost med trenutno in za
argument ¢ premaknjeno vrednostjo signala:

Gy (1) = E{u(Ou(t + 1)}
« Zaradi ergodicnosti lahko operator matematicnega upanja E{-}
zamenjamo s povprecenjem po casu:

T
buu (1) = Efu(t)u(t + )} = lim % J_Zzu(t)u(t +7)dt
2

Identifikacija



Korelacijske funkcije

e Podobno velja za kriznokorelacijske funkcije:
T

b
buy (@) = E@(OY(E + 0} = Jim = [ u(@)y(e + e
2

o Ce opazujemo signale le od Casa niC naprej:

Guu(t) = Equ(t)u(t +7)} = lim

1
uy (D) = E{u(®)y(t + )} = lim —

Identifikacija
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u(Hu(t + 7)dt

f u(t)y(t + r)dt
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Korelacijske funkcije a-a

O
e Povezava med avto- in kriznokorelacijskimi funkcijami:

TULE e
Puy(T) = TII_{EIOTJ%U(QL go)u(t + 17— o)dadt

= roo li L % dtd

= J g(a)Tl_)rglon_%u(t)u(t + 17— o)dtdo

= [ 9@ dutc -0y = | gOpu -0
0 0

 Kriznokorelacijska funkcija med vhodnim in izhodnim signalom je
torej konvolucija impulznega odziva in avtokorelacijske funkcije
vhodnega signala — impulzni odziv lahko tolmacimo tudi kot
dekonvolucijo kriznokorelacijske funkcije ¢, (t) in

avtokorelacijske funkcije ¢, (1)

()
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Korelacijske funkcije | zm-a

O
« Podobno velja za relacijo med ¢, (7) in ¢, (7):

A e
$yy(T) = Tll_)r{)lofj_%y(t)jo g@u(t+1—o)dodt

- jo GOyt — D)t

 Pozor: ¢,,(7) in ¢, (1) sta dve razlicni kriznokorelacijski funkciji,
a je povezava enostavna — ¢, (1) = — ¢y, (—7)

o Fourierovi transformi korelacijskih funkcij so funkcije spektralne
mocnostne gostote:

O (w) = Flpy, (1)}
q)uy(w) = T{Qbuy(T)}
@y (W) = Fyy (D)}

Identifikacija



Korelacijske funkcije | zm-a
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o Povezava med spektralnimi mocnostimi gostotami:
q)uy(w) :f ¢uy(T)e_ijdT

= foo j " GOt — dt e—odr

—OOO
(0/0)

= Jf g(t)e‘j“”:joo Py (T — e /0T drdt = G(jw) Dy, (w)
0 — 00

e Podobno dobimo Se:
Py (w) = GHw)Pyy(w)
e Povezava med obema enacbama:
q)yy(w) = G(iw)q)yu(w) = G(iw)(buy(_w) =
= 6G(jw)e(—jw)Py,(—w) = |G(jw)|2q)uu(w)
— upostevali smo @, (w) = @y, (—w) IN Py (—w) = Py (w)

Identifikacija
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Korelacijske funkcije in

e Relacija med Fourierovo transformacijo signala in njegovo
spektralno mocnostno gostoto:

T
@ . «© 12 .
By, (@) = j buy (eI dT = j lim = J Tu(t)y(t+r)dt eI gy

= Tllm Tj u(t)ef“)tj y(t + v)e 7@t grqt

= JOty (w)d 1 1U Y
—Tll_l)goTj u(t)e (w)dt = im (—w)Y (w)

 Posebej zanimiva je zgornja relacija, Ce gre za isti signal:
1 1
= | —_ —_ = | —_ 2
b, (w) = Tll_r)goTU( w)U(w) ’111—>noloT U (w)]

Identifikacija



Korelacijske funkcije in b
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o Odnosi med vhodno-izhodnimi signali in neparametricnimi modeli

v grafitnem prikazu

en.(2.17)
en.(2.15) A Pun(T) Duy(T) /
en.(2.5) -
u(t)  y(t) < 9(7)
en.(2.19) en.(2.13)
en.(2.12) en.(2.23) S g o en.(2.20)
7 A /
en.(2.14) N
Uw)  Y(w) G(w)

— Sklici na enacbe se nanasajo na ucbenik D. Matko: Identifikacije
(Zalozba FE, 1999)
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Modeli diskretnih sis

e Linearne Casovno nespremenljive procese s koncentriranimi
parametri opiSemo z navadnimi linearnimi diferenCnimi enacbami s
konstantnimi koeficienti v naslednji obliki

yk)+ayk—1)+ - +ap1yk—n+1) +ayyk—n) =
= bou(k) + bju(k — 1)+ -+ b,_qu(k —n+ 1) + byu(k —n)
— u(k) vhod v proces, y(k) njegov izhod, b; in a; so parametri procesa

« S pomocjo z-transformacije dobimo pri pogoju, da proces ne
vsebuje zacetne energije (vsi zaCetni pogoiji v zgornji enacbi so
enaki nic), prenosno funkcijo procesa:

Y(z) bo+biz7 '+t by gz + bz

U(z) 1+azl++a, 1z +aq,z7"

e Z-transformacija izhoda Y (z) je produkt pren. f. G(z) in U(2)

o Produktu v frekvencnem prostoru ustreza konvolucija v casovnem:

y(k) = Lr=o g(Dulk — 1)

G(z) =

42
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o Parametricni diskretni model je model diskretnega procesa izrazen s

parametri, npr. parametri b; in a; prenosne funkcije

o Glede na konvolucijsko enacbo je mozen neparametricni model
impulzni odziv ali utezna funkcija g(k) — to je odziv sistema na

1,k=20 : v :
0k=0" d(k) je drugacne oblike kot 6(t)

o Drugi neparametri¢ni model je frekvencni odziv G(e/*T):

— Interpretacija s harmonicnim vzbujanjem: Ce vzbujamo stabilni linearni
casovno nespremenljivi sistem s sinusom:
u(k) = Uypsin(wokT + ¢,)
— se sistem odzove s harmonicnim nihanjem enake frekvence:
y(k) = Yysin(wokT + @)

enotin impulz 6 (k) = {

— Razmerje amplitud je dolo&eno z amplitudnim odzivom -2 = |G(e/@oT)|

0
— Fazna razlika je doloCena s faznim odzivom 0y — @, = X[G (e]on)]43
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Povezave med mode E

O
Povezava med impulznim odzivom g (k) in prenosno funkcijo G(z) :

G(z) = Z{g(k)} gk) = Z27HG(2)}
Povezava med frekvencnim odzivom G (jw) in pren. funkcijo G(s) :
G(e!®T) = lim_G(2)

z—elWT
Povezava med impulznim odzivom g(k) in frekv. odzivom G(e/*T):

— Obicajno je smiselna le uporaba diskretne Fourierove transformacije oz.
njene hitre razliCice, zaradi ¢esar postane spekter signala diskreten, kar
bomo obravnavali v nadaljevanju

Ugotovitve glede povezav med korelacijskimi funkcijami in spektri
veljajo tudi za diskretne signale:

- qbuy(T) = Zloco=0 g(k) Py (T — k)
- Cbuy(w) = G(eij)CDuu(w)
- bey((‘)) = |G(eij)|2cDuu(w)

Identifikacija



Povezava med zvez ﬁ

« Signali v praksi so obi¢ajno zvezni in neperiodicni

e Za obravnavo na digitalnih racunalnikih pa uporabljamo predvsem
Diskretno Fourierovo transformacijo, ki predpostavlja casovno
diskretne in periodiCne signale

o Oznacevanje:
— Casovno zvezni signali z majhno ¢&rko, npr. x(t)
— Njihov Fourierov transform z veliko ¢rko, npr. X (w)
— Vzorceni signali z zvezdico, npr. x*(t), X*(w)

— Periodicni signali s p, npr. Casovni xP(t), Fourierov transform oz.
koeficient Fourierove vrste X?(m="

— Casovno diskretni in periodi¢ni signali z oznako d, npr. x%(k) za
¢asovni signal, X¢(m) za njegov Diskretni Fourierov transform
— Cas vzor&enja pri vzoréenih signalih bo T, perioda pa ty
— Frekvencni prirastek bo F, perioda (frekvenca vzorcenja) pa f;
Identifikacija
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e Predpostavimo, da je originalni Casovno zvezni in neperiodicni

signal razlicen od 0 le na intervalu med 0 in t,, izven tega
obmocja pa je enak 0 — v praksi je to obicajno obmocje, v
katerem smo merili signal in je vedno koncne dolzine
e Poleg tega bomo predpostavili, da je vrednost signala x(t) pri
zgornji meji enaka 0, torej:
x(t) =0 t<0alit=t,
« VzorCeni signal dobimo tako, da pomnozimo originalni signal x(t)
z vlakom delta impulzov:
x*(t) = x(t) Xg=—co 6(t — kT)
o Ker je vrednost signala x(t) razlicna od 0 le v obmocju med 0 in
t, = NT, meji v vsoti zgornjega izraza zamenjamo z 0 0z. N — 1

x"(t) = x() TN=¢ 8(t — kT) = $V=¢ x(KT)8(t — kT)

Povezava zvezno-dis

46
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Povezava zvezno-dis

O
 Pri obdelavi na digitalnih racunalnikih moramo uporabljati

vzorcene signale — tako Casovne kot tudi frekvencne

e Vzorcenost v enem prostoru ima za posledico periodicnost v
drugem, zato pravzaprav potrebujemo periodiCne signale
o Predpostavili bomo, da dobimo periodicni signal iz originalnega
signala tako, da le tega enostavno prestavimo za +t,, £2t,, ...
xP(t * 1t,) = x(t) [=0,1,2,..

o Digitalni signal x%(k), ki pripada originalnemu signalu x(¢t), je
definiran le za celostevilcne vrednosti argumenta:

x4 (k) = x(t)
t=kT
« Uporabljali bomo le periodicne digitalne signale, zato:
x%(k) = {xp(kT) =x(kT) k=012,..,N~-1
- x4k £IN),leN sicer

47
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Povezava zvezno-di

Fourierova transformacija zveznega signala je
© . tp .
X(w) = J x(t)e /9tdt = j x(t)e J@tdt
— 00 0

Frekvencni spekter taksSnega signala je zvezen in neperiodicen

Ce predpostavimo periodicni signal, moramo namesto Fourierove
transformacije uporabiti Fourierovo vrsto, frekvencni spekter
takSnega signala pa je diskreten, to se pravi, da vsebuije le
enosmerno komponento (frekvenco 0), osnovno harmonsko
komponento ter njene mnogokratnike (frekvence 0, ié, i%, .t

Koeficient Fourierove vrste je

1 (% —jmz—nt 1 (% —jmz—nt
XP(mZE) = —j xP(t)e = v dt = —J x(t)e = v dt
P IpJo tp Jo

Primerjava: X (a))la):mi_n = t,XP (mi—;f
p 48
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O
o Fourierovo transformacijo digitalnih (vzorcenih in periodicnih)

signalov raCunamo na digitalnih racunalnikih z diskretno

Fourierovo transformacijo oziroma z njeno hitro razliCico FFT:
N—-1

Povezava zvezno-disk

o Racunanje clenov Fourierove vrste ali vrednosti Fourierove
. . \V4 - . 2 -
transformacije pri veckratnikih frekvence == iz DFT:

tp
XP (m%—Z)z%Xd(m) m<3
p T
X(w)|w=m2—” = t,XP (m—p) TX%(m) w < T
tp

Identifikacija



Povezava zvezno-disk ;
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« Diskretna kriznokorelacijska funkcija je definirana kot:
N-1
1
b (1) == ) xRy (k +17)
k=0
— 1; je celo stevilo in N perioda funkcije
« Krizna korelacijska funkcija vzorcenih periodicnih signalov:
1
65 = {00 n=0ELEz
0 T; ni celo Stevilo
« Relacija med kriznokorelacijskima funkcijama periodicnega in
aperiodicnega signala:
1
Qbylc?y (1) = t_quy (7)
p

Identifikacija
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e MocCnostni spekter:
p 2T 1 4 N
(ny mg :N(ny(m) m<§
o Spektralna mocnostna gostota:
_ p 21 T
(ny(w)‘w:m%—g = tp Dy, mg w < T
= TP, (m)

— Spektralno mocnostno gostoto dobimo, ¢e mocnostni spekter
porazdelimo po celotnem obmocju med dvema vrednostma vzorcenega

A\V4 . Vv . Va = . 1 -
mocnostnega spektra, torej Ce ga delimo s sirino prirastka (t—), oziroma

14
pomnozimo s t,
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o Zelo pomemben dejavnik pri identifikaciji procesov so motnje

e Pod tem pojmom razumemo vso dinamiko procesa, ki je
matematicni model ne uposteva, vse nemerljive vplive in
pogreske meritev

e Ce predpostavimo linearnost procesov, lahko vse motnje, razen
merilnega pogreska vhodnega signala zdruzimo v en sam clen
n(t), ki ga pristejemo nemotenemu izhodu procesa y,:

y(t) = yo(t) +n(t)

o Motnje po definiciji nepredvidljive, v praksi nekaj tipicnih vrst:

visokofrekvencni kvazistacionarni stohasticni signali

nizkofrekvencne nestacionarne motnje kot n.pr. signali lezenja (s
tujko drift) in stopnice (nastane tudi zaradi pristranske ocene DT)

sinusne motnje
neznane motnje kot n.pr. Spice (s tujko spikes) itd.

52

Identifikacija



Sumi

o Pri identifikaciji nastopajo sumi v dvoijni vlogi:
— motilni signali, ki vkljuCujejo vse nemerljive vplive in pogreske
meritev
— vzbujevalni signali, ki morajo biti frekvencno bogati

e Za opis signalov sta pomembni dve lastnosti:

— Distribucija oz. porazdelitev signala
= Opisuje verjetnost, da amplituda signala zavzame vrednost v doloCenem
obmocdju
— Frekvencni spekter signala

= Podaja medsebojno odvisnost vrednosti signala v posameznih ¢asovnih
trenutkih — ta odvisnost je v tesni zvezi z vsebovanostjo posameznih
frekvenc v signalu (odtod tudi izraz spekter)

= Pri belem sumu so enakomerno zastopane vse frekvence (tako kot pri
beli svetlobi), vsebuje torej tudi neskoncno frekvenco, zato so poljubno
gosto si sledeCe vrednosti signala medsebojno statisticno neodvisne

53
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Porazdelitve stohastic Li
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o Definirana s funkcijo gostote verjetnosti (angl. probability density

function, PDF) p(x), za katero velja f_oooop(x)dx = 1. Pogoste PDF:

— Normalna ali GauBova porazdelitev:
1 _(x—%)?
e 202

oV2n

= X je srednja vrednost signala in o njegova standardna deviacija

= vsota dveh signalov z GauBovo porazdelitvijo ima GauBovo porazdelitev
— Enakomerna porazdelitev:

= a<x<b

X) =
p(x) { 0 drugje
= funkcija gostote verjetnosti v doloCenem obmocju konstanta

— Binarna porazdelitev:
p(x) = 5[6(x) + 8(x — 1)]
= diskretna porazdelitev, zato funkcija gostote verjetnosti iz §-impulzovov

Identifikacija
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Beli Sum

@,
o Spektralna mocnostna gostota belega Suma je po definiciji

konstantna:
Dy (w) = Py
o Beli Sum v(t) je signal s statisticno neodvisnimi vrednostmi
e Njegova avtokorelacijska funkcija je enotin impulz

e Obicajno privzamemo, da je srednja vrednost Suma enaka nic,
zato lahko zapisemo njegovo avtokorelacijsko funkcijo v naslednji
obliki:

Dy (T) = Do (7)
— @, je spektralna mocnostna gostota belega Suma

e Beli Sum bi bil zelo primeren signal za vzbujanje procesov, toda

tp
tlimoo% G, V2()dt = ¢y, (0) = 0 — neskoncna moé
P~ Y @
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X : . . )
e Spektralna mocnostna gostota in avtokorelacija belega suma
Bonl10) Sun(7)
//\\
0 N n -
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e Barvni Sum ne vsebuje vseh frekvenc, njegov frekvencni spekter

(spektralna mocnostna gostota) ni konstanten
o Frekvencni spekter signalov lahko preoblikujemo s filtri:
CDyy(w) — |G(jw)|2q)uu(w)
e Spektralno mocnostno gostoto imenujemo racionalna, Ce jo je

mozno dobiti iz belega Suma s filtriranjem na filtru z racionalno
prenosno funkcijo, ki ga imenujemo Sumni filter

Barvni sum

v(t) G (s) n(t) X

Y

e Generacija barvnega suma na sliki poenostavi obravnavo
e To ni nacin njegovega generiranja!

Identifikacija
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Barvni sum i

o Spektralna mocnostna gostota barvnega suma na izhodu
sumnega filtra, Ce imamo na vhodu filtra beli Sum:
Dpp(w) = |Gn(jw)|2q)0
o Ce je filter G, (s) stabilen, je barvni um stacionaren

o Iz belega Suma je mozno preko ustreznega stabilnega in fazno
minimalnega filtra generirati (seveda le matematicno) sum s
poljubno racionalno spektralno mocnostno gostoto

o To dejstvo je posledica kvadrata absolutne vrednosti
frekvencnega odziva v zgornji enacbi:

— Lega pola oz. nicCle simetricno glede na imaginarno os (pri zveznih
sistemih) ali krog enote (pri diskretnih sistemih) namrec ne vpliva na
izraz |G (jw)|?, prav isto vrednost dobimo namrec, Ce pol oz. niclo
zrcalimo glede na imaginarno os ali krog enote
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o Sirokopasovni sum je poseben primer barvnega suma, kjer je

filter nizkoprepustni filter prvega reda z visoko mejno frekvenco
Gn(s) =

1+STg

1 . v . .
- Ty = — je casovna konstanta nizkopasovnega filtra
g

o Spektralna mocnostna gostota Siropasovnega suma:

. 2 (DO cI)O
Opp(w) = |Gr(jw)|“ Py = 1+ T2 02 = o \2
g il
1+ (wg)

« Avtokorelacija sirokopasovnega suma:
T
Dye ‘Tg‘ b, e Ilwg
Gnn(7) = = Wg

2T, 2
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Barvni sum -

e

)
o Spektralna mocnostna gostota in avtokorelacija Sirokopasovnega

suma:

Onn (T)

\
\

\
A .
0 T, = i T

. v . . : D, Powg
e Srednja moc signala (varianca) je enaka ¢,,,(0) = =
g

— Pri majhnih T, (velikih w,) postane Sirokopasovni Sum zelo podoben
belemu, saj postane avtokorel. funkcija skoraj §-impulz (ploscina pod
avtokorel. f. je ®,), njegova spektralna mocnostna gostota pa je
skoraj konstantna v zelo Sirokem frekvencnem obmocju
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Zvezni nakljucni bin: »
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o Zvezni nakljucni binarni signal (ZNBS) je pogosto oznacen z
anglesko kratico RBS (Random Binary Signal)

e Ima dve stanji signala: +a in —a

e Sprememba iz enega v drugo stanje je casovno nakljucna

o Imenujemo ga tudi ,nakljucni telegrafski signal®

« V primerjavi z nakljucnim preskusnim signalom z zvezno
amplitudno porazdelitvijo ima binarni Sum naslednje prednosti:

— RBS ima pri omejeni amplitudi najvecjo mocnostno gostoto (dobro
vzbujanije je zelo pomembno za kakovost modela — ,,dobro™ pomeni
med drugim tudi velika mocC vzbujanja)

— Enostavno vzbujanje s krmiljenjem releja (pomembno pri omejitvah s
strojno opremo)
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e Predpostavimo, da je povprecje menjav predznaka v Casovnem

intervalu At podano s Poissonovo porazdelitvijo:

Avtokorelacijska fun

AT _ : v w . : v : :
P(n) = (”T!)e HAL () je povpretno &tevilo menjav predznaka v &asovni enoti)

e To pomeni, da je verjetnost menjav predznaka signala naslednja:
— 0 menjav — P(0) = e KAt
— 1 menjava » P(1) = uAte H#At
— 2menjavi —» P(2) = %e‘lm... ‘\

e Produkt u(t)u(t + 7) ZNBS ima v nekem trenutku vrednost +a“ ali
— a* (ali imata obe vrednosti enak ali nasproten predznak)

+a? v Casu t nastopilo sodo menjav predznaka

o EF{lu(®u(t+1)}= { 5

—a? v C€asu 7 nastopilo liho menjav predznaka
e Elu(®ut+1v)}=+a?prit=0
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Avtokorelacijska fun ﬁ

@,
o Ker nastopajo menjave predznaka nakljucno, lahko napisemo le

matematicno upanje za srednjo vrednost produkta pri premiku:
E{u(®u(t + 1)} = +a?[P(0) + P(2) + -] —a?[P(1) + P(3) + -]
_ ulel it (ul))? _
— aze Uit [1 — T + o1 — 3 4+ ..o | = aze 2u|t|

o Enak potek kot avtokorelacijska On(T) |
funkcija Siropasovnega Ssuma, Ce:

e Tezava je, da so lahko Casi med
preklopi poljubno kratki
(prakticna realizacija ni mogoca!) 20
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o Anglesko ime: Discrete Random Binary Signal (DRBS)

o Resuje problem (pre)kratkih Casov med preklopi — le-ti nastopijo
le v Casovno diskretnih trenutkih kT, k = 1,2,3 ..., kjer je T dolzina
casovnega intervala, ki ga imenujemo tudi takt

o TipiCen potek:

A

n(t)

a

Y
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Avtokorelacijska fun

e Avtokorelacijsko funkcijo DNBS dobimo z naslednjim
premislekom:

— za premik T = 0 dobimo samo pozitivhe produkte, a?, zato je njihova
povprecna vrednost, to je avtokorelacijska funkcija pri premiku O:

Gnn(0) = a’
— Pri majhnem c¢asovnem premiku || < T dobimo tudi negativne
zmnozke, njihovo trajanje pa je sorazmerno premiku t
— Za || = T nastopajo pozitivni in negativni zmnozki enako pogosto,
tako da je ¢,,,,(t) =0
o Avtokorelacijska funkcija DNBS je torej enaka:

by (1) = azll—gl IT| < T

0 |It| =T
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e Mocnostna gostota DNBS sledi iz Fourierove transformacije
avtokorelacijske funkcije:

. wT\ *
sin—-
®,(w) = a?T

oT
2

——— —

0 2r W -T 0 T T
« DNBS bi lahko realizirali z neskonéno dolgim premikalnim
registrom s povratno vezavo (v praksi koncno dolg — PNBS) ‘\
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e Neskoncno dolgega premikalnega registra, s katerim bi realizirali

DNBS, seveda v praksi ni mozno realizirati

o Ce realiziramo signal s pomocjo premikalnega registra, ki ima n
stopenj z binarno informacijsko vsebino (0 ali 1), dobimo
psevdonakijucni binarni signal (s tujko Pseudo-Random Binary
Signal — PRBS)

e UL

~112]3]4 l n -

> mod. 2

e Vsebino posameznih stopenj premaknemo v periodicnih ¢asovnih
trenutkih (s periodo T) v naslednjo stopnjo

Identifikacija
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Psevdonakljucni bi -

O
e Binarno funkcijo (ekvivalenco oziroma vsoto po modulu 2) zadnje

in Se ene vmesne stopnje vodimo nazaj v prvo stopnjo

o Pri vsakem premiku dobimo | Stevilo stopenj | Stopnjeza  Trajanje periode
v zadnji stopnji najprej binarno " pouliEhe Zale N

zaporedje, ki je bilo shranjeno 2 1in2 3
v celotnem registru (zacetno 3 S SEN &l 7
stanje), nato pa Se zaporedje, 4 3in4alilin4 15
ki je generirano s pomogjo s 2nsaizns 3t
povratne zanke 6 . 63
 Pri vsaki binarni funkciji je eno 7 4in7 127
zacCetno stanje prepovedano 8 ne da polne -
(same nicle pri vsoti po mod 2) EAGELE
9 5in 9 511
e Pri pravilni izbiri stopenj za 10 7 10 1023
povr. vezavo nastane 2" — 1 11 10 in 11 2047

; I§Embinacij niCel in enic v registru, nato pa se dogajanje ponovi ¢
Identifikacija



Psevdonakljucni bina %

e Za izhodno stopnjo lahko uporabimo katerokoli stopnjo:
— Izhodni signal je +a, Ce je vrednost izhodne stopnje 1
— Izhodni signal je —a, Ce je njena vrednost 0

» Nekaj lastnosti PRBS:

— PNBS vsebuje %(N + 1)vrednosti +a in %(N — 1) vrednosti —a,
njegova srednja vrednost je zato enaka E{u(k)} = u(k) = %

— PNBS je sestavljen iz impulzov razlicnih dolzin; v vsaki periodi je:

% impulzov dolzine T (polovica pozitivnih in polovica negativnih)

% impulzov dolzine 2T (polovica pozitivnih in polovica negativnih)

% impulzov dolzine 3T (polovica pozitivnih in polovica negativnih)

Ol DR NIR

= 1 negativni impulz dolzine (n — 1)T
= 1 pozitivni impulz dolzine nT
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o Avtokorelacijska funkcija signala PNBS:

Najprej bomo izracunali avtokorelacijsko funkcijo diskretnega PNBS

Pri tem bomo diskretni Casovni premik oznacili s 7;, in sicer bo
premik 7; ustrezal dejanskemu casovnemu premiku ;T

Srednja vrednost kvadrata signala (za t; = 0) je enaka a?

Ker je signal periodicen, velja isto tudi za premike t; = N, 2N, 3N, ...
Za premike 0 < 7; < N velja, da se pojavi %(N + 1) negativnih in
%(N — 1) pozitivnih produktov a x a — srednja vrednost produkta

2

premaknjenih signalov je enaka —%
Glede na vse nasteto in periodicnost s periodo N:

a? 7; =0
Piin (1)) = a®
e —W 0< T; <N
Giin(Ti £ iN) = Giin(r) =012,
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Psevdonakljucni binarn

Pl
\/
o Avtokorelacijska funkcija signala PNBS:
Orn(T) 4
O q? O
1 2 N X
0o o -+ O O-%4 O 0O - O o
e Za velike N je avtokorelacijska funkcija PRBS priblizno enaka
L. (t;) = a*5(7;) -N<7;, <N
o Diskretna spektralna mocnostna gostota PNBS:
L2TT 2 2TT
(Df’lm(m) — Zﬂltyl;%) qbnn(Ti)e_]WmTi = a® — %Zﬂlx;tll e N
_ %2 m=20
a2(1+%) O<m<N ‘\@
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o Meje integralov v stevilnih formulah so neskoncne. V praksi te

meje nadomestimo s koncnimi vrednostmi. Rezultirajoca velicina
je v tem primeru pravzaprav ocena dejanske veliCine in jo
oznacimo s stresico (*). V prisotnosti stohasticnih motenj se
pojavita dve vprasaniji:

1. Ali je matemati¢no upanje ocene enako pravi vrednosti? Ce je to
res, pravimo, da je ocena nepristranska. Ocena je konsistentna, ce
se z veCanjem intervala opazovanja izboljsuje in limitira k pravi
vrednosti, ko gre interval opazovanja proti neskoncnosti.

2. Ali gre varianca napake ocene proti nic, ko gre interval opazovanja
proti neskoncnosti? Ce je to res in Ce je ocena konsistentna,
pravimo, da je ocena konsistentna v srednjekvadraticni vrednosti.
Takrat gre s podaljsevanjem intervala opazovanja tudi varianca
napake ocene proti 0 — vsi rezultati so zgosceni okrog pravega.
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e Primer — ocena srednje vrednosti:

Srednja vrednost stohasticne spremenljivke x je:
%= Efx()) = lim L3, x(k)
Ocenjujemo jo po formuli:
X = %21121:1 x(k)

Ali je ocena nepristranska, konsistentna in konsistentna v
srednjekvadraticni vrednosti?

Matematicno upanje ocene srednje vrednosti:

E(®} = E{Z3N_, x()} = T2, E(x(k)} =t N% =%

Matematicno upanje ocene je torej enako pravi vrednosti ze za
koncne intervale opazovanja N

Ocena je torej nepristranska in je seveda tudi konsistentna
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e Primer — ocena srednje vrednosti:

— Varianca pogreska ocene

B(G - 0% = B{[+5i, v - 1] |

_ Ce so posamezne vrednosti naklju¢ne spremenljivke x medsebojno
statisticno neodvisne (beli sSum), lahko zapisemo

= — 1 — 1 — 1
E{(F - 0%} = E{ 30, (x(k) — 02} = SN, E{(x(k) - )%} = 1 0
— Varianca pogreska ocene se z narascajoCim intervalom opazovanja
manjsa in gre v limiti proti nic
— Ocena je zato konsistentna v srednjekvadraticni vrednosti

‘l
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e Primer — ocena variance:

— Varianco stohasti¢ne spremenljivke x ocenjujemo po formuli

~2 _ 1N =12
6% = 2N=y [x(k) — %]
— Ali je ocena nepristranska in konsistentna?
— Matematicno upanje ocene variance:

E{62} = E{Z 2N, (x(k) — 2)?]
— Veljajo povezave:

Yr=1 (x(k) —%)* = X, [(x (k) = X) —A(ﬁ? —X)]* =

Y=t [x(k) = X2 + Xk (X — %) —2(x — %) Xi—, [x(k) — %] =

Y [x(k)—%]?+Nx—-%)>?-2(x—X)N(x — %) =

Zh=1 [x(k) = %] = N(x — ©)? 4\
- Zato: E{67} = [Tk E(lx(0) — £} = NE{F - ©)*)] = 0f - S0f
— Ocena variance je za koncne Case N pristranska, a konsistentna
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o V splosnem gre za metode, s katerimi doloCimo neznane

parametre sistema — zelo Sirok spekter metod, ker je tudi Siroka
paleta moznih parametricnih modelov

e Obicajno gre za resevanje predoloCenega sistema — ima vec
enacb kot neznank

e Vsem enacbam ne moremo zadostiti, zato se odloCimo za
kriterijsko funkcijo podobnosti sistema in modela

o Ce je kriterijska funkcija vsota kvadratov odstopanj, govorimo o
metodi najmanjsih kvadratov

e Metodo je zelo stara, saj je bila prviC uporabljena konec 18.
stoletja (Gauss)

« Ker je kriterijska funkcija (kvadratna) analiticno odvedljiva, se v
primeru linearne odvisnosti pogreska od ocenjevanih parametrov
problem zelo poenostavi

Identifikacija
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Aproksimacija s polinomom prve stopnje: y=a*x+b
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Primer 1

Aproksimacija s polinomom druge stopnje: y=a*x2+b*x+c
100 | | | | | | | | S
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Primer 2

Meritve
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0.2 .
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Primer 2

Aproksimacija s polinomom pete stopnje: y=a*x5+b*x4+c*x3+d*x2+e*x+f
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Primer 2

Aproksimacija s sinusom: y=a*sin(x)
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e Ponavadi se aproksimacija neznane funkcije s povecCevanjem

ocenjevanih parametrov izboljSuje, ni pa nujno

e Primer 2 je pokazal, da je vCasih zelo priporocljivo, ¢e poznamo
strukturo sistema, ki ga aproksimiramo (sinx v nasem primeru),
ker moramo potem oceniti manj parametrov (le amplitudo), pa Se
pogresek med modelom in sistemom je na koncu manjsi

o Tudi pri identifikacijah govorimo o strukturni identifikaciji in
parametricni identifikaciji:
— pri strukturni identifikaciji moramo oceniti strukturo sistema

— nato pa pri parametricni identifikaciji (npr. z metodo najmanjsih
kvadratov) ocenimo neznane parametre

Nekaj zakljuckov te
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e Model procesa:

Yo(k) = Ku(k)

e Moten proces:

y(k) = yo(k) +n(k)

e QOcenjeni model procesa:

y(k) = Ku(k)

e Naceloma je dovolj ena meritev — en par (u, y), a zaradi motenj
uporabimo veliko meritev, ki jih indeksiramo s k (ni nujno, da je k
cas; lahko gre za poljubno neodvisno spremenljivko diskretnega
Znacaja)

e Pogresek ocene meritve:

e(k) = y(k) —y(k)
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o Pogreske izraCunamo za vseh N opazovanj:
y(0) — Ku(0) = e(0)
y(1) - Ku.(l) =e(1)

y(N—1)—Ku(N—1)=e(N —1)
o Kiriterijska funkcua Je vsota kvadratov pogreskov:

V= Z Z(k)—z [yt - Ru@o)]]

o Kriterijsko funkcuo m|n|m|2|ramo glede na K:

6
AN Z [y (k) = Ru(l)Ju(k) = 0

k=0 uz(k) = Yk=o u(k)y (k)
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o Resitev:
7= leg;(} y(k)u(k) _ ¢uy(0)
im0 u2(K)  Puu(0)
e Drugi odvod pozitiven zato smo dobili minimum funkcije V:
— =2 z (k) =0
aKZ (k)
e Pogoj za obstoj resitve je, da |menovalec ni enak 0:
N—-1
z u2(k) # 0
k=0
ali
buu(0) # 0
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o Matemati¢no upanje ocene:

o (Zk=o o) + n()u(k))
i) = E{ N w2 () } }
_ ZkZo Yo(u(k) B Y=o n(u(k)
k=0 u*(k) k=0 u?(k)
Y=o E{n()u(k)}
k=0 u?(k)
e QOcena je torej nepristranska, Ce velja:
Ein(k)u(k)} =0
— Ce sta u(k) in n(k) nekorelirana (krizna kovarianca je enaka 0):
E{n(k)u(k)} = E{n(k)}E{u(k)}

— Ce ima vsaj en od signalov u(k) ali n(k) srednjo vrednost enako 0, je
torej produkt enak 0 in ocena nepristranska

=K+
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Skalarni problem — konsist

vrednosti

e Matematicno upanje ocene variance:

E{[Z¥=d n(ou®]’}

O'I% — E{[I? — K]Z} = [legz—& u?(k)]?

« Analiza Stevca gornjega izraza:
N-1 N-1

E n(k)u(k) x n(kHu(k")
N-1

N-1
_ z E{n()n(ku(k)u(k)
kr=0

k=0
N-1 N-1

= > unlk = Kbk — k)
k=0 kr=0

— k je diskretni Cas, in ne le indeks meritve
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Skalarni problem — konsis B

vrednosti L
-
. e \J
e Poseben primer — motnja je beli sum:
Prn (1) = Ppod(7) = 078(1)
o Takrat za izraz v Stevcu variance ocenjenega parametra velja:
N-1 N-1
Z D Gunlk = Kb (k = ) =
k=0 k=0
N— N-1
=02 ) bu(0) = 0ENG(0) ~ 0 ) uP (k)
k=1 k=0
X enako v primeru
: : : neskonCnega N
e Izraz za varianco ocene se torej poenostavi:
, o2 1 of
Ok = $N-1 TR
Y=o u?(k) N of
— V enacbi enakosti, Ce je srednja vrednost u enaka 0
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e Poseben primer — u je beli Sum:
Py (1) = Dyod(7) = 0-135(1-)

o Izraz v Stevcu variance ocenjenega parametra:
N-1 N-1

DD banlle—K)uulk — ) =
1=0

k=0 k
= Gt%N(pnn(O) ~ O'&NO',%
— V enacbi enakosti, Ce je srednja vrednost n enaka 0

« Varianca ocenjenega parametra:
No}o? 1 o2

YNl w22 T N

Cﬂ% ~

2~

X
N o}

— V enacbi enakosti, Ce je srednja vrednost u enaka 0
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Skalarni problem — kons B

vrednosti .
. e . . \J
e Ce je u ali n beli sum in imata oba signala srednjo vrednost O:
1 of
2 o, oy In
KT\ o

e Varianca napake ocene parametra je premo sorazmerna varianci
motnje, obratno sorazmerna varianci vzbujanja in z veCanjem
stevila meritev N pada proti 0, zato je ocena konsistentna v
srednjekvadraticni vrednosti

e To pravilo velja kot dokaj splosno pravilo pri identifikaciji:

— Varianca ocenjenega parametra oz. pogresek ocene bo tem vecji ¢im
veCja je jakost motilnega signala

— Varianca ocenjenega parametra oz. pogresek ocene bo padal z
veCanjem energije vzbujalnega signala ‘\
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Vektorski problem E
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e Ocenjujemo vec neznanih parametrov hkrati

e Proces (staticno odvisnost izhoda od vhoda) brez motenj lahko
zapiSemo z enacbo:

Yo =arfr(w) + axfo(w) + -+ apfp(w)

e Zelo pomembno dejstvo: y, je linearno odvisen od
parametrov a;, Cetudi so f;(u) poljubne, torej tudi nelinearne
funkcije

o Zgornjih n parametrov lahko doloCimo, e imamo n meritev

e Ce pa je meritev vec, imamo predolocen sistem — takrat
uporabimo metodo najmanjsih kvadratov, ki minimizira vsoto
kvadratov odstopanj izhoda modela od meritev

e Poseben primer vektorskega problema je ocenjevanje parametrov
regresijskin polinomov
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o Matematicni model regresijske krivulje reda g:
Yo = Ko + Kju + Kpu? 4 -+ + K uf
e Spet imamo N meritev:
vo(k) = Ko + Kju(k) + K,u? (k) + -+ + K,u(k),
k=01,--,N—1
e Spet imamo tudi Sum:
y(k) = yo(k) +n(k)
e Ocenjeni model procesa:
Y(k) = Ko + Kyu(k) + Kyu?(k) + - + Kud (k)
o Pogresek ocene:
e(k) = y(k) — y(k)
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e Zapis vseh N pogreskov ocene:
y(0) — Ro - Rﬂi(O) - Ezuz(O) — unq(o) = e(0)
y(1) — Ko — Kju(1) — K,u?(1) — -+ = Kqui(1) = e(1)
y(N—-1)— K, — K;u(N — 1) e Kui(N—-1)=e(N—1)
o Kompaktni zapis pogreskov ocene:
y—UK=e
e Zapis enacb procesa:
y(0) — Ko — K;u(0) — Kou?(0) — -+ — Kqu(0) = n(0)
y(1) — Ky — Kju(l) — Kzuz(l) — Kquq(l) =n(1)
y(N—-1)—- Ky, — Kju(N — 1) e K,uf(N—1) =n(N — 1)
o Kompaktni zapis enacb procesa:
y—UK=n
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Vektorski problem E
O

e Uporabljene matrike in vektorji:

1 u(0) u?(0) - ui(0)
u=[l WO @@ e W)
1 u(N —-1) u? (N —1) uq(N —1)]
y(0) - - 9(0) e(0)
y=| YD | 2| TD | eo| O
y(V - 1). N - 1). Leqv - 1).
n(0) 7 L K, |
n= n(.l) K= K1 K= le
n(N - 1) Ky | _I’(:q_
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Vektorski problem

Kriterijska funkcija — vsota kvadratov pogreskov v vektorsko
matricni obliki:

V=eTe=[y—UR] [y—-UR| =

=[y"-K'U"|ly-uK|]=

=yl'y - K'UTy — (UTy)TK + KTUTUK
Kriterijsko funkcijo odvajamo po vektorju parametrov:

oV _ _
= = —2UTy + 2UTUR = —2[UTy — UTUK] = 0

Dobimo resitev:
K =[uTu] tuTy
ResSitev je minimum, ker velja:
0%V

=5 = 2UTU - pozitivno definitna matrika
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Vektorski problem — E
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e (QOdvisnost ocene od motenj n:

K=[UTU]"'UT(UK + n) = K + [UTU]"'UTn

e Matematicno upanje ocene:

E{K} = K+ E{[UTU]"*U"n}

« Ce vhod in motnja nista korelirana, lahko matemati¢no upanje
produkta razbijemo na produkt matematicnih upanj (prvi faktor je
deterministiCen in operator matematicnega upanja ni potreben):

E{K} = K+ [UTU]"1UTE{n}

o QOcena je torej nepristranska, ce vhodni signal ni koreliran z

motnjo in Ce je srednja vrednost motnje enaka 0

Identifikacija
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o Kovariancna matrika napake ocene:
cov[K — K] = E{[K — K] x [K - K]}
= E{[UTU]"*UTnn"U[UT U]}
o Ce vhod in motnja nista korelirana, nadalje velja:
cov[K — K] = [UTU]"YUTE{nnT}U[UTU] !
e Matematicno upanje Casovno premaknjenih elementov suma je
enako avtokorelaciji Suma:

¢nn(0) ¢nn(1) (pnn(N _ 1)_
E{nnT} — d)nn(l) (.bnn(O) ann(]\:, _ 2)
-¢nn(N _ 1) ¢nn(N _ 2) (pnn(o)

Identifikacija



Vektorski problem — kon B
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o Ce je motnja beli éum, je njena avtokorelacija delta-impulz:
Gnn (1) = Ppod(7)

E{nn’"} = &_,I

e Potem velja:

_ 1 1 -1
cov[K — K] = &,,,[UTU] ! = ~ Pro [N UTU]
e Izraz v oglatem oklepaju je priblizno enak kovariancni matriki
vhodnega signala (in njegovih potenc) in je zato koncen

« Varianca napake ocene gre torej proti 0, Ce gre Stevilo opazovanj
proti neskoncno — ocena je konsistentna v srednjekvadraticni

vrednosti
4
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Problem ocenjevanja parametrov predolocenih sistemov lahko v

splosnem opisemo na naslednji nacin:
f(d,®) =0

— Vektor d vsebuje podatke oz. meritve, ki jih poznamo

— Vektor © vsebuje neznane oz. iskane parametre

— Nelinearna vektorska funkcija f podaja povezavo med meritvami in par.

Pogosto lahko podatke razdelimo na dva dela in zapiSemo:
y=8(x0)

— Del podatkov, zbran v vektorju y, imenujemo izhod modela — v
splosnem nima zveze z izhodom sistema, kot ga obicajno definiramo

— Del podatkov, zbran v vektorju x, imenujemo vhod modela
Problem ocenjevanja parametrov je linearen v parametrih, Ce

lahko enacbo sistema zapiSemo na naslednji nacin
y =H(x)0
100
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Dileme o (ne)linearno H

« V prejsnji enacbi je y poznan vektor, ® neznan vektor, H(x) pa
poznana matrika ustreznih dimenzij

« Sistem, ki ga opisuje enacba y = H(x)0, je v splosSnem nelinearen
(zaradi nelinearne preslikave H nad vektorjem x), vendar je
linearen glede na ocenjevani vektor ©

o Primer: Sistem y = kx?, v katerem na osnovi meritev x in y
ocenjujemo k, je nelinearen glede na x, a linearen glede na k

e Primer: Sistem y = Asin(wt + ¢), v katerem na osnovi meritev t
in y ter poznane frekvence w, ocenjujemo 4 in ¢, je linearen
glede na A4 in nelinearen glede na ¢. Sistem torej ni linearen v

parametrih. Nato problem zapisemo nekoliko drugace:
COS @

sin @
— Problem postane linearen glede na nove parametre A cos ¢ in Asin @

101

A
y = Asinwtcos@ + Acoswtsing = [sinwt cos wt] [A
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Dileme o (ne)linearnost

o Ce je problem ocenjevanja linearen v parametrih, lahko torej
napisemo:
znana veliCina = znana velic¢ina X neznana veliCina
— Kot recCeno, ni nujno, da je veliCina na levi strani enacaja izhod
sistema, velicina na desni pa vhod v sistem
— Primer: Sistem opisuje enacba:
y(k) = Ku?(k) + /v (k)
= u(k) in v(k) sta merljiva vhoda, y(k) pa merljiv izhod sistema
= Enacba za ocenjevanje parameta K se glasi:
y(k) —\[v(k) = u?(k) x K
= Izhod modela ocenjevanja K je torej y(k) — /v(k)

e Pri ocenjevanju parametrov je smiselno uporabiti karseda veliko
informacije, ki je na voljo, zato imamo v praksi obicajno veliko vec
meritev, kot je ocenjevanih parametrov — predolocCen sistem

102
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e Metoda najmanijsih kvadratov izredno uporabna za resevanje

predolocenega sistema enacb, Se posebej Ce neznanke nastopajo
linearno oz. je problem ocenjevanja linearen v parametrih

e Metoda se pogosto uporablja za ocenjevanje neznanih
parametrov statiCnega sistema

o Ce so motnje in neodvisne spremenljivke (vhodi v sistem)
nekorelirani ter je srednja vrednost motenj enaka 0, potem je
metoda nepristranska (torej tudi konsistentna) in konsistentna v
srednjekvadraticni vrednosti

 Videli bomo, da je zelo pravsnja tudi za ocenjevanje parametrov
dinamicnih sistemov (ob upostevanju doloCenih predpostavk)

Nekaj zakljuckov

103
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e
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e Obravnavali bomo diskretni dinamicni proces s prenosno funkcijo

B(z™H g bzt + -+ bz "
Gy (z) = —~Z = - -
A(z™1) 1+az7t+ -+ ayz™
— d — Casovna zakasnitev — moramo jo vnaprej poznati
— n —red sistema — moramo ga vnaprej poznati
— a; in b; (i =1,...,n) so parametri prenosne funkcije, ki jih doloc¢imo z
metodo najmanjsih kvadratov
e Izhod je moten s Sumom n, ki ga generiramo iz Suma v s
filtriranjem preko filtra s prenosno funkcijo G, (z) =
v(k) .

A(z—1)

.Z__d

A(z™1)
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Ocenjevanje parametrc

e

)
Za sedaj nismo postavili nobene zahteve glede lastnosti Suma v

Smiselnost predlaganega sumnega filtra bomo utemeljili kasneje

Enacba motenega procesa v prostoru z se tako glasi
-1

z7%(2) +

Y@ = 50 GORE

Ta zapis preuredimo:
A(z7V)y(2) = Bz Yz % (2) + v(2)
Q+az7t++a,z"y(2) =
= (byz7 '+ -+ b,z7Mz"%(2) + v(2)
e Sedaj enacbo pretvorimo v Casovni prostor (inverzna z-trans.):
y(k) + ayy(k — 1)+ ay(k —2) + -+ apy(k —n)
=bjutk—d—-—1)+ -+ byulk—d—n)+vk)
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Nasa naloga je oceniti parametre a; in b; iz meritev vhodnih
(u(k)) in izhodnih (y(k)) veliCin procesa

Ta naloga se razlikuje od ocenjevanja parametrov nelinearnega
statiCcnega procesa le v tem, da meritve v sistemu enacb niso
dobljene v enem samem casovnem trenutku, temvec v nekaj
zaporednih ¢asovnih trenutkih

Vektorski zapis enacbe:
y(k) = ¢ (k)0 + v(k)
- YR =[-yk-1),..,—y(k—n),u(k—d—1),..,u(k —d —n)]
- 0" =1ay,...,a,, by, ..,b,] — neznan vektor parametrov
Ustrezni model tako zapiSemo v obliki

Y(k) = YT (k)0 = —a,y(k — 1) — - —dyy(k —n) +
+hiu(k —d — 1)+ -+ byu(k —d — n)
— 0" =[a,,...,4,,by, ..., b,] — ocena parametrov ~
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Ocenjevanje parametrc

e Izhod modela ¥ v literaturi pogosto imenujejo enokoracno
napoved izhoda modela v trenutku k& na osnovi meritev v
trenutkih k —1,k—-2,..k—d—n

o Zapis 9y v prostoru z (z-transformacija prejSnje diferencne en.):

¥(2) =[1- Ay + B(z™")z %u(z)

- Az YHY=1+a,z7 ' +--+a,z"

- BzY=byz'+--+bz "
e Pogresek modela:

e(k) = y(k) — y(k)
e Povezava med pogreskom modela in oceno parametrov:
e(k) = y(k) — @' (k)8
e Z upostevanjem 9(z) lahko enacbo pretvorimo v prostor z:
e(z) = A(z"NDy(2) — B(z"Hz™%u(2)

Identifikacija
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e Obravnavani model pogreska je pravzaprav model s posplosenim
pogreskom:
v(k) .
A(z—1)
n(k)
+!F
u(k) Bty 4 yolk) /N y(k)
A1)~ +\_/

Model s posplosenim pogreskom

Identifikacija



111111111

Ocenjevanje paramet

O
« Sistem enacb za dolocitev ocene parametrov 8§ dobimo tako, da

napisemo enacbo e(k) = y(k) — YT (k)0 za N opazovanj
» Stevilo opazovanj mora biti enako ali ve&je (v praksi mnogo vedje)
od stevila parametrov, ki jih ocenjujemo N > 2n
o Ob tekoCem Casu k zapisSemo zgornjo enacbo za trenutni Cas in za
preteklih N — 1 Casovnih trenutkov in dobimo sistem enacb:
e(k—N+1D)=y(k—N+1)—-y¢T(k—N+1)0
e(k—N+2)=y(k—N+2)—¢T(k—N+2)0

etk—1D)=yk-1)—-yT(k—1)0
e(k) = y(k) — @™ (k)8
« Bolj kompakten zapis enacb dobimo, Ce uporabimo matricno-
vektorski zapis
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Ocenjevanje parametrov

o Vektorji:

y:

y(k— N+ 1)
y(k — N + 2)

y(k - 1)

y (k)

W7 (k) = [—y(k — 1)

e Mat

rika:
Wik — N+ 1)
Y ' (k—N +2)

W'k — 1)

~y(k = N)

P’ (k)

—y(k. - 1)

Identifikacija

e(k— N+ 1)
e(k — N+ 2)

e(k — 1)

e(k)

—y(k—n) ulk—1-d)

—y(k —n)

 —y(k=N-n+1) u(k—N—-d)

u(k —:1 —d)

111111111
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v(k — N+ 1)]
vk — N + 2)

v(k:— 1)

v(k) l
u(k —n—d)]

. uk—N—-n—-d+1)

wlk—n—d)
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Ocenjevanje paramet

« Sistem enacb lahko zapiSemo v vektorsko-matricni obliki:
y—PTg=e¢e
o Na podoben nacin bi lahko v istih casovnih trenutkih zapisali tudi
enacbo y(k) — ¢’ (k)0 = v(k):

y—¥io=v
e Pri obravnavi ocene parametrov za vektorski primer smo prisli do
rezultata: .
0 = [PTw] 'wTy J

o Matrika $'W¥ je vedno simetricna kvadratna matrika dimenzije
2n X 2n (ne glede na Stevilo opazovanj)

o Ker jo je potrebno invertirati, mora biti nesingularna
(determinanta razlicna od 0 oz. polnega ranga):
— dosezemo s primernim vzbujanjem
— vhodni signal vsebuje dovolj frekvenc @)
Identifikacija
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Pristranskost, konsi -

N

« Ce v enacbo ocene vnesemo povezavo med y in v, dobimo:
0=[PTPY]'PT(PO +v) =0+ [PTP] 1PTy
o Matematicno upanje ocene je torej:
E{0} =0 + E{[¥TP] 1¥Tv}

« Ce je E{W¥Tv} razliCen od 0, je metoda pristranska:

— V tem vektorju so sami produkti tipov v(i)y(i — ¢) in v(D)u(i — ¢), kjer

je i poljubno Stevilo, ¢ pa poljubno pozitivno Stevilo
— Ocena 0 je torej nepristranska, ¢e je sum v (k) nekoreliran tako s

preteklimi vrednostmi vhoda kot s preteklimi vrednostmi izhoda, hkrati
pa mora biti srednja vrednost ali Suma ali vhoda in izhoda 0

— Nekoreliranost Suma z vhodom ni problematicna

— Nekoreliranost Suma z izhodom ni samoumevna, ker Sum vpliva na
izhod, vendar pa lahko zagotovimo nekoreliranost Suma v (k) s
preteklimi vrednostmi izhoda, Ce v (k) ni koreliran z v(k — 1) — beli Sum

112
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o Ocena parametrov 0 nepristranska, Ce je izhod procesa moten s

sumom n(k), ki je dobljen iz belega suma preko Sumnega filtra s
prenosno funkcijo 1/4(z~1) in Ce je ali srednja vrednost
vzbujevalnega signala ali srednja vrednost Suma enaka nic

e V primeru nepristranskosti sta 0 in ® enaka, kar pomeni, da sta
enaka tudi e in v in posledicno velja:
e(k) = v(k)
« Pogresek modela e(k) torej konvergira k sumu v(k):

— Pogresek modela e(k) nastane v nadomestni shemi iz belega Suma
v(k), ki je filtriran preko Sumnega filtra 1/4(z~1) ter preko desne
strani posploSenega modela pogreska A(z™1)

— Zaradi nepristranskosti A(z=1) = A(z™1) in pr. f. filtra je 1: e(k) = v(k)

— Pogresek modela e(k) ni vodljiv iz vhoda u(k), ker se v primeru
nepristranskosti obe veji iz vhoda u (k) unicita

Pristranskost, konsis
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o IzraCunajmo Se kovariancno matriko pogreska ocene 0:

cov[@— 6] = E{[0—0] x [0 6] } = E{[¥ W] WTw w[w W]}
o Ce je v(k) beli um, potem ni koreliran z ¥, je pa enak e(k):
E{vv!} = E{ee!} = 621
« Kovariancna matrika je torej:
cov|® — 8] = o2E{[¥TY]™1}
« Elementi po glavni diagonali kovariancne matrike predstavljajo

varianco (kvadrat standardne deviacije) ocene posameznega
parametra

o Matrika W'W je matrika korelacijskih funkcij, pomnozena z N

o Ker to matriko invertiramo, gre z narascanjem N proti 0 — ocena je
konsistentna v srednjekvadraticni vrednosti

114
Identifikacija



l
i

A4
Yoiaymy
EESS] b 5O
[nhaihig

Rekurzivha metoda "

O
o Doslej obravnavana metoda najmanijsih kvadratov je enokoracna

metoda, to se pravi, da najprej shranjujemo merjene signale,
nato pa po koncu meritev izraCunamo oceno parametrov

« Ce Zelimo ocenjevati parametre sprotno (on line) v realnem ¢&asu,
nas zanima ocena parametrov med samim opazovanjem
vhodnega in izhodnega signala (med samo meritvijo)

« Vsako novo opazovanje (v €asu k + 1) doprinese nekaj nove
informacije, ki se matematicno pokaze v eni dodatni enachi,
oziroma v podaljsanju vektorja y za vrednost y(k + 1) ter v
podaljSanju matrike W za vrstico PT (k + 1)

« Ce bi uporabili nerekurzivno metodo najmanjsih kvadratov, bi
morali v vsakem koraku invertirati produkt matrik ¥ ter ga
pomnoziti z vektorjem W’y (zelo zamudno)

e Enacbe raje transformiramo v rekurzivno obliko
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o Rekurzivha metoda najmanjsih kvadratov je matematicno

ekvivalentna navadni metodi najmanjsih kvadratov, a se pri njej
ocena parametrov v vsakem koraku izraCuna iz ocene v prejsnjem
koraku

o Matrike in vektorji se s Casom spreminjajo, zato jih oznaCimo kot
casovne funkcije (z dodatkom argumenta k)

o Nerekurzivha enacba za ocenjevanje parametrov postane:
8(k) = [PT ()P~ ()y(k)
o Uvedemo novo matriko
P(k) = [P ()P (k)]
o Podaljsevanje vektorjev in matrik ob Casu k + 1:

_ [ y(k) [ (k)
v+ =| 20| v =]
Yik+1)=[-yk) .. —yk—n+1) uk—-d) .. ulk—n—d+1)]
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Rekurzivha metoda n

« Najprej zapiSemo rekurzijo za P~1: -/
Plk+1)=P1tk)+yPk+ DY (k+1)
« Rekurzivno enacbo za © dobimo po krajsi izpeljavi:
0k +1)=08k)+Pk+ DYk + D|yk +1) =Tk + DO(K)]
nova _ stara _ ojacenje [ nova  napoved meritve ]
ocena ocena Kkorekcije lmeritev na osnovi stare ocene

— Za resitev te diferen¢ne enacbe potrebujemo zacetni pogoj 6(0)
 Za dolocitev 0(k) potrebujemo tudi diferencno enacbo za P, ki jo

dobimo iz rekurzivne enacbe za P~ z uporabo izreka o inverziji
matrik:

PPk + DY (kK + DP(k
PGk + 1) = P(k) — DU+ DU (e + DGO

1+¢T(k+ 1DPRPYk+1) |
— Za resitev te diferencne enacbe potrebujemo zacetni pogoj P(0) ‘\

— Obicajno izberemo: P(0) = al a > 1 )
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e Pri navadni metodi najmanjsih kvadratov smo utezili pogreske

vseh enacb oz. meritev enako

. Ce je stopnja zaupanja v posamezne meritve zaradi kakrsnega
koli razloga razlicna, lahko razlicnim enacbam predpisemo razlicne

Metoda utezenih naj

utezi
o Kriterijska funkcija V ima namesto oblike V = e’ e obliko:
V =elWe
— W je (diagonalna) matrika utezi posameznih meritev:
w(k — N + 1) 0 0 S
0 w(k —N +2) 0 0
W = 0 0 wk—N+3) - 0
_ 0 0 0 - w(k).
« Pri metodi utezenih najmanjsih kvadratov je lahko matrika W v
splosnem tudi poljubna pozitivho definithna matrika

Identifikacija



i3
VA

IR A [
[nhaihig

AARERE|

Metoda utezenih na

O
e Na zelo podoben nacin kot pri izpeljavi ocene parametrov po

metodi najmanjsih kvadratov dobimo:
0 = [PTWY| 'wTwy
e Tudi pogoji za pristranskost in konsistenco so enaki
« Kovariancna matrika pogreska ocene parametrov je:
cov|® — 0] = E{(PTWY] 1 ¢TWw We[¢Twy] 1}
« Najmanjso varianco dobimo, ko je utezna matrika W enaka
inverzni kovarianéni matriki Suma E{vv’}:
W1 = E{vwT}
— Ocena z najmanjso varianco se imenuje Markovska ocena
« V primeru, ko je v(k) beli Sum, je njegova kovariancna matrika
enaka enotini matriki in ocenitvena enacba postane ocenitvena
enacba enostavne metode najmanjsih kvadratov
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e Pozabljanje pomeni, da imajo enacbe, ki temeljijo na starih
podatkih, manjso tezo kakor tiste, ki temeljijo na novejsih

e Pomembno predvsem pri ocenjevanju parametrov casovno
spremenljivih procesov

o Eksponencialno pozabljanje je poseben primer utezevanja:

Utez posamezne enacbe v vsakem naslednjem trenutku zmanjSamo
za faktor A

Ko so podatki aktualni (v trenutku k), je utez enaka w(k)
V naslednjem trenutku (k + 1) pa je enaka w(k + 1) = A(k + D)w(k)
Ce naj informacija izgublja na teZi, mora biti 2 manjsi od 1

Za A = 1 dobimo navadno metodo utezenih najmanjsih kvadratov
brez pozabljanja
Interval parametra A:

0<A<1(vpraksi 0,95 <1<0,99)

120
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« Tudi pozabljanje je lahko Casovno spremenljivo, zato A(k)

Za zapis utezne matrike lahko napisemo rekurzivno enacbo:
Ak + 1)W(k) 0
Wlk+1) = [ 07 w(k + 1)]
« Definicija matrike P(k) je tokrat nekoliko drugacna:
P(k) = [P"()W(H)P ()]
o Spet lahko zapiSemo oceno parametrov kot:
8(k) = P()W" (k)W (k)y(k)
e Rekurzivna enacba za P~! se v primeru rekurzivhe metode
utezenih najmanjsih kvadratov s pozabljanjem glasi:
Plk+1)=2k+DP k) +wlk+ DYk + DY (k+1)
o Z uposStevanjem izreka o inverziji matrik iszteemo:
w(k + DP()Pk + 1 k+ 1DP(k 1
Pk +1) = (P(k) T Ak +( D+ 311(5( -)I—lpl()qJT(k)l-ll—J 1()P(k)3|1(§c zr 1)) Ak + 1)
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« Potrebujemo Se rekurzivno enacbo za oceno parametrov:
0(k+1)=0(k) +w(k+ DPk + DYk + D]yk + 1) — T (k + 1)O(K)]

« Rekurzija za oceno parametrov 0 se razlikuje od ustrezne ocene
pri navadni metodi najmanjsih kvadratov le po faktorju w(k + 1),
to je utezi aktualnih podatkov, ki je dodana ojacenju korekcije

e Rekurzija za P skriva v sebi veliko nevarnost:

— V primeru, ko je 2 < 1 in ni vzbujanja ((k + 1) = 0), matrika
P~1(k) konvergira proti ni¢, kar pomeni da gre njen inverz proti o

—- P(k) je ojaCenje korekcije, zato pride takoj, ko se pojavi najmanjsa
napaka med novo meritvijo in njeno napovedjo na osnovi
parametrov zadnjega koraka, do velikih sprememb ocene parametrov
(pravimo, da algoritem najprej ,,zaspi”, nato pa ,eksplodira™)

— Velik P(k) pomeni tudi veliko varianco napake ocene parametrov

— Opisani fenomen nezazelen — spremenljivo eksponencialno
pozabljanje, kjer se faktor A(k) prilagaja koliCini informacije v.yr_ (1>
Identifikacija
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o Ce zelimo ocenjevati parametre Casovno spremenljivih procesov,

moramo dopustiti stalno spremembo ocene vektorja ocenjenih
parametrov — matrika P(k), ki pri vseh metodah pomeni
nekaksno ,,0jacenje" ne sme iti proti ni¢ (konec popravkov), zato:

— Pozabljanje — casovno pozabljanje onemogocdi, da bi elementi
matrike P(k) postali zelo majhni in s tem dopusti spremembe 8 (k)

— Resetiranje — pri tej metodi obCasno postavimo matriko P(k) na neko
vrednost (Ce se parametri spreminjajo casovno diskretno, bi bilo
idealno, da resetiramo matriko P(k) prav v trenutkih sprememb
parametrov; Ce so ti trenutki neznani, si lahko pomagamo tako, da
resetiramo matriko periodicno, oziroma takrat, ko se njena ,velikost"
(sled matrike) zmanjSa pod neko doloceno vrednost)

e Obe metodi za ocenjevanje parametrov casovno spremenljivih
procesov imata svoje prednosti in slabosti (resetiranje uporabno
pri obCasnih in skokovitih spremembah, pozabljanje pri lezenju)
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Neznane ustaljene v

e Meritve u(k) in y(k), ki tvorijo vektor yr(k), ne predstavljajo
absolutnih vrednosti merjenega vhoda in izhoda procesa, temvec
le odstopanja od ustaljenih vrednosti, ki ju imenujemo tudi
delovna tocka, torej

u(k) = U(k) — Ugo
y(k) =Y(k) =Yoo
— U(k) in Y (k) sta absolutni vrednosti vhoda in izhoda, z U, in Yy, pa
pripadajocCi ustaljeni vrednosti
— U(k) = Uy, povzroCi v stacionarnem stanju signal Y (k) = Y,,

« V daljSem Casovnem obdobju morata biti srednji vrednosti tako
vhodnega, kakor tudi izhodnega signala enaki nic, torej
SN_ouk) = 0in IN_,y(k) = 0, zato:

1 . 1
Upo = N—+1211¥=0 U(k) In Yo = N__|_1211¥=0 Y(k)
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Neznane ustaljene v

e Na izhodni signal seveda vplivajo tudi motnje n(k)

o Ce je srednja vrednost motnje razli¢éna od ni¢, se to pozna le pri
ustaljeni vrednosti izhodnega signala, zato lahko vedno
privzamemo, da je srednja vrednost (matematicno upanije)
motnje enaka ni¢ (E{n(k)} = 0)

« Delovno tocko bi torej lahko ocenili kot Yy, = ﬁz’,@’zo Y (k),

vendar lahko to metodo uporabimo le pri nesprotnem ocenjevanju
parametrov

e Pri sprotnem ocenjevanju pa uporabimo eno izmed naslednjih
dveh metod:
— Delovno tocko ocenjujemo hkrati s parametri
— Vpliv delovne tocke lahko izniimo z diferenciranjem
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 Diferencno enacbo zapisemo za u(k) = U(k) — Uy in y(k) =
Y(k) — Yyo:
Y(k) = —aY(k—1) — - —a,Y(k—n) + bUlk —d — 1) + -+ byU(k —d —n) +
+Y00 + Cl1Y00 + -+ anYOO — blUOO — e — anOO + U(k)
o Vse Clene, ki zdruzujejo ustaljene vrednosti, zdruzimo:
K =Yoo + a1Ypo + -+ an¥oo — b1Upg — -+ — brUgg

e Sedaj imamo dodaten neznan parameter in dodaten regresor:
0" =[ay,...,a,, by, ..., 0, K]
Yk =[-Ytk-1),..,-Yk—-—n),Uk-d-1),..,Uk—d—n),1]
— Regresorji so sedaj meritve in ne njihova odstopanja od delovnih
vrednosti

e Enacba sistema:
Y (k) =¢" (k)8 + v(k)
— Klasicna oblika, zato tudi klasicno reSevanje
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o Zaradi konstantnosti ustaljenih vrednosti sta diferenci absolutnih

signalov enaki diferencam odstopanj signalov od delovne tocke:
AU(k) = U(k) — Uk — 1) = u(k) — u(k — 1) = Au(k)
AY(k) =Y(k) —Y(k—1) =y(k) —y(k — 1) = Ay(k)
o Ce zapigemo diferenéno enacbo procesa $e za trenutek k — 1 in
obe enacbi odstejemo drugo od druge, dobimo:
Ay(k) = —a;Ay(k — 1) — aAy(k —2) — - — a,Ay(k — n)
+ b Au(k—d—-1)+ -+ b,Au(k—d—n)+v(k)—vk—1)
o Ker pa velja AY (k) = Ay(k) in AU(k) = Au(k):
AY(k) = —a;AY(k—1) —a,AY(k—2) — -+ —a,AY(k — n)
+b AUk —d — 1) + -+ by, AUk —d — n) + v(k) — v(k — 1)
e Sedaj imamo sistem:
AY (k) = PT (k)0 + v(k) — v(k — 1)
P7 (k) = [-AY (k — 1), ..., =AY (k —n), AUk —d — 1), ..., AU(k — d — n)]

IzniCenje delovne to
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Neznane ustaljene

e V zadnjem izrazu imamo motilni Sum v obliki v(k) — v(k — 1)
namesto v(k), zato je nadaljnji postopek enak klasichemu
e Metoda je nepristranska, Ce je v(k) — v(k — 1) beli Sum (motilni

signal v(k) dobljen iz belega Suma s pomocjo filtra 1_2_1) 0z. n(k)
1

(1-z7HA@E™Y)
e Obe metodi ima seveda dobre in slabe lastnosti:

— Dobra lastnost prve metode je, da je manj obcutljiva na Sum, vendar
pa zaradi dodatnega parametra konvergira poCasneje

— Druga metoda ima enako Stevilo ocenjevanih parametrov kot
originalna metoda, vendar pa diferenciranje merjenih vrednosti ojaci
sum, kar zopet slabo vpliva na konvergenco

— Pri prvi metodi dobimo parameter K, ki povezuje ustaljeni vrednosti
vhoda in izhoda neposredno, medtem, ko ga je potrebno pri drugi
metodi oceniti loCeno 8

Identifikacija
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Numericnhe tezave

e Numericne tezave lahko nastopijo, ko uporabimo algoritem
ocenjevanja parametrov na slabo pogojenem problemu

o Parametrska identifikacija procesa zahteva, da poznamo red
procesa in njegovo zakasnitev:

— Ko ne poznamo tocnega reda procesa, lahko izberemo visji red —
razsiriti moramo vektor regresorjev, ki pa ne vplivajo na izhod, zato
so ,prave" vrednosti dodatnih parametrov enake 0

— Tudi doloCitev premajhne zakasnitve procesa vodi do slabo
pogojenega procesa (pri izbranem mrtvem casu d, ki je manjsi od
dejanskega, so parametri b4, ..., b; odvecni)

— Posledica redundantnosti nekaterih parametrov je slabo pogojen
problem ocenjevanja parametrov — ocenjujemo pare polov in nicel, ki
so si podobni, hkrati pa ne prispevajo skoraj nic k vhodno-izhodnemu
obnasanju procesa (odvecni poli in nicle imajo majhen efekt na
lastnosti modela vse dokler ostanejo poli stabilni)
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e Slabo pogojen proces, oziroma linearna odvisnost vektorjev v

matriki WTW¥ lahko nastopi tudi, ¢e vzorimo proces prepogosto ali
Ce je ustaljena vrednost, ki nastopa v signalnih vrednostih
prevelika

« Slabo pogojenost matrike W' se zrcali na naslednji nacin:

— majhni pogreski v izmerjenih vrednostih imajo velik vpliv na ocene
parametrov

— dobljeni parametri, ki precej odstopajo od dejanskih resitev, dajo le
majhne pogreske enacb
e Pojav kvantificiramo s faktorjem pogojenosti x, ki ga bomo
izpeljali na primeru linearne enacbe:
AO=b A=Yy p=yly

o Ce pride do napake v vektorju b za Ab, se ustrezno pokvari tudi 0
AO+A0) =b+Ab = A0 =A1ADb
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e V nadaljevanju bomo analizirali normi vektorjev b = A6 in -
AB = A~1Ab:
bl = [|A6]| < ||A[l - ]|0]]
1A8]| = [|A~*Ab]| < [|A7Y]| - [|Ab]|
S preureditvijo neenacb dobimo:
1Al
< II oll _ _1, 1ADb]|
181 =Tl 0= < AN AT T
|Ae| < [|A7*]| - [|Ab]|
o Relativha napaka vektorja b na relativnho napako vektorja
ocenjenih parametrov 0 vpliva preko faktorja pogojenosti:
k(A) = ||All - A7 = 1
o Cim manijsi je faktor pogojenosti, tem manjga je ob&utljivost
ocenjenih parametrov na napake v meritvah b
(13
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Numeriche tezave

Kaj sploh je ||A]|?
— Matricna norma je vedno vsiljena oz. inducirana z izborom vektorske
norme
— Ce za normo vektorja izberemo evklidsko normo (Pitagorovo
dolzino), je inducirana matricna norma t.i. spektralna norma:
IAll = max 0;(A)
 Kaj paje g;(A)?
— 0;(A) so singularne vrednosti matrike, ki so vedno realne in pozitivhe
— Ce je matrika kvadratna (dim. n x n), ima n singularnih vrednosti:
g;(A) = ;(ATA) = 1;,(AAT) i=1.2,..n
e Norma ||A|| je torej enaka najvecji singularni vrednosti 0,4 (A),
norma ||A~!|| pa inverzu najmanjsSe singularne vrednosti

Omin(A)

» Faktor pogojenosti k je torej k(A) = Tmex > 1 P\
2

Omin
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e Pogoj za nepristransko oceno parametrov pri originalni metodi

najmanjsih kvadratov je posebna oblika motilnega signala n(k), ki

mora biti dobljen iz belega Suma v (k) preko filtra G,,(2) = y (21_1)

e To je seveda huda zahteva, ki je v praksi le redko izpolnjena

e Prva moznost za omiljenje pogoja za nepristransko oceno je v
nastavku bolj splosnega sumnega filtra
c D(z'Y) 1+dizzt+--+d,z"
n(2) = Az7Y) 1+az71+-+a,z™
« Enacba motenega procesa:
_ Bz _, D(z™")
y(z) = A(z‘l)z u(z) + Az D) v(2)
Az"Y)y(2) = Bz Hz % (2) + D(z"YHv(2)
y(k) = —a;y(k —1) —ayy(k —2) — - —apy(k —n) + byu(k —d — 1) + -
+byutk —d —n) + v(k) + dyv(k — 1) + -+ dv(k — n) &

Metoda razsirjenih n:
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« Definirajmo razsirjena vektorja:

WL k) = [=y(k = 1), o, —y(k = 1), u(k — d — 1), ., u(k — d — ), v(k — 1), ..., v(k — )]
BT — [al, ey Ap, bll ver ) bTU dl) dn]

« Enacba procesa:
y(k) = Y (k)8 + v(k)
o Ce bi poznali $um v(k), oziroma njegove zakasnjene vrednosti
v(k — 1), ...,v(k — n), bi lahko uporabili navadno metodo najmanjsih
kvadratov za oceno raZS|rJenega vektor]a parametrov
0T =[a,,..,4,,bq,....,by,dy, ..., dy]

o Suma v(k) seveda ne poznamo, poznamo pa pogreek modela e (k)

e V primeru nepristranske ocene velja v(k) = e(k), zato v vektorju
Y (k) zamenjamo zakasnjene vrednosti Suma z zakasnjenimi

vrednostmi pogreska in definiramo:
Yk =[-yk—-1),..,—y(k—n)utk—d—-1),..,u(lk—d—n),e(k — 1), ...,e(k — n)]
Identifikacija =
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Metoda razsirjenih

o Sedaj lahko uporabimo enacbe poljubne rekurzivne razliice
metode najmanjsih kvadratov, pri cemer so dimenzije matrike P (k)
ter vektorjev 8(k) in Y (k) ustrezno vedje (3n x 3n 0z. 3n x 1)

e Pri nerekurzivni metodi je definicija e(k) jasna:
e(k) = y(k) — " (k)0
o Pri rekurzivni metodi pa se pojavi vprasanje, kateri ® vzamemo:

_ Ce vzamemo oceno parametrov iz prejénjega trenutka, dobimo
apriorno oceno pogreska:

e(k) = y(k) — " (l)B(k — 1)
— Ce vzamemo oceno parametrov iz tekoCega trenutka, dobimo
aposteriorno oceno pogreska:

e(k) = y(k) — W' (k)0 (k)
o Dve vrsti pogresSka — dve razliCici metode razsirjenih najmanjsih
kvadratov — razlika je le v zadnjih n elementih v ¢ (e ali ¢)
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e V praksi se lastnosti obeh variant le malo razlikujejo, zato

uporabljamo pretezno varianto z apriornim pogreskom e(k), ki ga
tako in tako potrebujemo za oceno parametrov v trenutku k (0(k))
« Algoritem za primer apriornega pogreska je torej zanka po k:
Prk) = [-yk = 1),...,—y(k —=n),utk —d — 1), ...,u(k —d —n),e(k — 1), ..., e(k — n)]
_ T _
P(k) = (P(k_ 5 ~wlP(k = D)™ (k)P(k 1)) 1

A(k) + wlQWT ()P (k — D (k) ) A(k)
e(k) = y(k) — @™ (k)8(k — 1)
8(k) =8(k — 1) + w()P()Y (k) [y (k) — " )8k — 1)]
e (k)
o Apriorni pogresek lahko zapiSemo v daljsi (izpisani obliki):
e(k) = y(k) + ayy(k — 1) + -+ a,y(k —n) — byu(k —d — 1) — ---
—bu(tk—d—n)—die(k—1) — - —d,e(k —n)
e(z) = A(z7")y(2) = B(z"H)z %u(2) + [1 = D(z7Y]e(2)
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e Iz prejSnje enacbe Iahko izpeljemo e(z2):

e(z) =5 _1)(A(z Dy(2) = B(z™Hz™%u(2))
U(k) D=1
A(=—1)
li(k)
u(k) B, g wit) yik)
AED* +\_/
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« Ta slika ilustrira bistvo metode razsirjenih najmanjsih kvadratov:

Ce filtriramo beli $um s filtrom s prenosno funkcijo G, (z), potem
dobimo varianco izhodnega suma n(k) tako, da pomnozimo varianco
belega Suma v(k) z vsoto kvadratov impulznega odziva filtra G, (2):

O-n = Oy (gno + gnl + gnz )
Filtri z monicnima (prvi koeficient je 1) polinomoma v Stevcu in
imenovalcu lahko torej varianco suma le poslabsajo
Tvorjenje signala pogreska e(k) na prejsnji sliki je pravzaprav filtriranje
belega Suma v(k) preko filtra z moni¢nim Stevcem in monicnim
imenovalcem
Metoda najmanijsih kvadratov iSCe najmanjso varianco pogreska e(k),
torej skusa narediti iz signala e(k) beli Sum v(k)
Ker pa vsebuje sumni filter G,,(z) stevec D(z~1), moramo signal
pogreska, ki bi ga dobili pri navadni metodi najmanjsih kvadratov

filtrirati s filtrom = - -
D (z~") 138
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« Prednost pred navadno metodo najmanjsih kvadratov:

-1
— Sumni filter EZ N je bolj splosen od Sumnega filtra ( = ki smo ga
predstavili pri navadni metodi najmanjsih kvadratov, zato je razred
sumnih signalov, pri katerih daje metoda razsirjenih najmanjsih
kvadratov nepristransko oceno, Sirsi od razreda sumnih signalov pri
navadni metodi najmanjsih kvadratov

e Slabosti:

— Povecano stevilo ocenjevanih parametrov poslabsa hitrost
konvergence metode razSirjenih najmanijsih kvadratov

— Vedja tezava:
= Signal pogreska e(k) oziroma (k), ki smo ga izraCunali v koraku k,
uporabimo za ocenjevanje parametrov v naslednjih korakih
= S tem smo vpeljali v algoritem ocenjevanja povratno zanko
= Sistemi s povratno zanko pa lahko postanejo nestabilni
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o Metoda razsirjenih najmanjsih kvadratov je lokalno stabilna v
okolici ® = 0 (torej za majhne vrednosti zacetnih pogojev), Ce je
izpolnjen pogoj:

[1
Re

D(el®)
o Metoda razsirjenih najmanjsih kvadratov je globalno stabilna, ce
je izpolnjen pogoj:
. 1 A
© D(el®) 2
» Stabilnost metode pomeni, da signali ne divergirajo in torej
ostanejo omejeni
 Stabilnost Sse ne pomeni, da je metoda nepristranska in
konsistentna

> () za vse realne w

>0 za vse realne w
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e Ocena parametrov konvergira k pravi vrednosti, Ce sta poleg

pogoja stabilnosti izpolnjena Se naslednja pogoja:
— Matrika P(k) gre proti 0
— Sum na vhodu $umnega filtra v(k) je beli $um
« Prvi pogoj je izpolnjen, Ce je vektor P (k) oz. Y. (k) stalno razlicen
od nic (poleg tega pa morajo biti njegove komponente
medsebojno linearno neodvisne), kar imenujemo pogoj stalnega
vzbujanja
« Ce pogoiji niso izpolnjeni, dobimo pristranske rezultate

« Navadna metoda najmanijsih kvadratov, pri kateri je D(e/®)=1, je
lokalno in globalno stabilna

R 1 A
© D(el®) 2

> 0, 0<

A<1
| | 141
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Metoda najvecje pc¢

e Metoda najvecje podobnosti (s tujko Maximum likelihood) je
splosen postopek ocenjevanja parametrov statistichega modela

« Ze zelo zgodaj so jo uporabili za ocenjevanje parametrov
dinami¢nih sistemov (Astrém in Bohlin)

o Ideja metode je v tem, da kot reSitev identifikacijskega problema
poiSCe vrednosti parametrov 0, ki dajo opazovanemu rezultatu
najvecjo verjetnost (kateri 8 iz celotnega nabora moznih je najbolj
verjeten glede na izmerjene meritve in dani model?)

e V praksi to naredimo, da definiramo t.i. podobnostno funkcijo

e Vrednosti parametrov, ki maksimizirajo podobnostno funkcijo,
predstavljajo resitev identifikacijskega problema

e Metoda se zelo poenostavi, ¢e predpostavimo normalno pora-
zdeljene in statisticno neodvisne signale (predpostavimo enako
obliko motenj kot pri metodi razsSirjenih najmanjsih kvadratov)
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e Obstajata originalna nerekurzivna verzija in rekurzivna verzija

e Poudariti je potrebno, da je tudi nerekurzivha metoda iterativna,
ker je signal pogreska nelinearna funkcija parametrov

o Izpeljava metode je precej zapletena. Najprej definiramo filtrirane
vektorje signalov:

Metoda najvecje poc

Ve (k) = y(k) — dyyp(k = 1) — - = dpyp(k — 1)
ur(k) = u(k) — dyup(k — 1) — - — dyup(k — n)
er(k) = e(k) —dief(k— 1) — - —dper(k —n)

@T(k) =|-yrk — 1), ..,—yp(k —n)ups(k —d — 1), .., us(k —d —n),ef(k — 1), ...,er (k — n)]
— Za generiranje uporabimo ocene parametrov Stevca Sumnega filtra

e Rekurzivni formuli za @ in P (5x ¢ namesto s, 1 P ostane):
0(k+1)=0(k)+wk+ DP(k+ Dok + D]y(k + 1) — ¢T(k + DO(K)]

B wk + DP(R)@(k + 1’ (k + 1)P(k) 1

Plle+1) = (P(k) Tkt D +wk + Dotk + DP(O @k + 1)) 2k + 1)
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e

)
e Spomnimo se: metoda najmanjsih kvadratov daje nepristransko

oceno parametrov le, ¢e so ocene kriznokorelacijskih funkcij
¢y, (@) (i = 1,2...n) enake nic (izpolnjeno le pri posebni obliki
sumnega filtra 1/4(z™ 1))

e Metoda pomoznih spremenljivk (s tujko /nstrumental variables)
odpravi pristranskost tako, da zamenja spremenljivke y, ki so
seveda ,pokvarjene" s Sumom s tako imenovanimi pomoznimi
spremenljivkami x, ki so nekorelirane z motnjo v

e Tako daje metoda nepristransko oceno pri poljubni obliki
sumnega filtra, vendar pa je, kot bomo videli, metoda stabilna le
lokalno
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\)
e Izpeljava:

— Enacbo za oceno parametrov po metodi najmanjsih kvadratov bi

lahko neformalno izpeljali tudi tako, da bi enacboy —¥0 =v
premultiplicirali s W7 in izrazili vektor 0:

0 = [PTY] 19Ty — [PTy] 1ypTy
= Oceno 8 dobimo, ¢e upostevamo prvi ¢len zgornje enacbe
= Drugi Clen predstavlja pristranskost b
— Ce premultipliciramo ena¢bo z WT namesto z ¥, dobimo oceno:
0 = [WI'w]1wTy
— Pristranskost pa je na podoben nacin kot zgoraj:
b=[W'w]"lwly

Ce so elementi matrike pomoznih spremenljivk W nekorelirani s
sumom v, je pristranskost enaka 0

Glavni problem: Kako izbrati elemente matrike W?
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Spremenljivke oz. elementi matrike W morajo biti:

— nekorelirane z motilnim signalom

— mocno korelirane s koristnima signaloma u (k) in y,(k) — ta zahteva
je pomembna zato, ker mora biti matrika WTW¥ pozitivho definitna

e Matrika W vsebuje vhodne signale u, ki so nekorelirani s Sumnim
signalom, in izhodne signale y, ki so seveda korelirani s Sumom

o Idealna matrika pomoznih spremenljivk W bi morala vsebovati
namesto motenih izhodnih signalov y nemotene signale y,,
vendar le-ti niso dostopni — nadomestimo jih s pomoznimi
spremenljivkami, ki jih dobimo s pomocjo ocenjenega vektorja
parametrov procesa (po navadni metodi najmanjsih kvadratov)

o Izvedemo torej simulacijo odziva sistema na podan vhodni signal
in sistem, ki ga definira vektor parametrov 8 — v, (k)
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o Algoritem:
1. Iz meritev procesa u(k) in y(k) sestavimo matriko W
2. Po navadni metodi najmanjsih kvadratov dolo¢imo oceno 0
0,5 = [PTP] Ty
3. IzraCunamo simulacijo sistema, podanega z 0, , na vzbujanje u(k):

s (k)
4, Sestavimo matriko W (meritev y nadomestimo s simulirano y;)

5. IzraCunamo oceno parametrov po metodi pomoznih spremenljivk:
0,y = WP 'WTy
e Pri nerekurzivni metodi pomoznih spremenljivk lahko postopamo
iterativno (vracamo se na korak 3, kjer namesto 0, ¢ pri simulaciji
uporabimo oceno 8,,,) — ponavljamo dokler se ocena parametrov
ne spreminja vec (v splosnem zadosca malo iteracij)

o Obstaja tudi rekurzivna razliCica metode
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O
o Metoda stohasticne aproksimacije uporablja gradientni algoritem

za minimizacijo kriterijske funkcije
1
Vk+1) = Eez(k + 1)

— Kriterijska funkcija uposteva le trenutno vrednost pogreska modela:
etk +1) =yk+1)—y¢Tk+ 10k

e Po gradientnem algoritmu dobimo novo vrednost ocene
parametrov v smeri najvecjega padca kriterijske funkcije:

0(k+1)=0(k)—pk+1) 7000 Vik+1)
— Izracun odvoda:
B de(k+1) B
0 Vik+1) =e(k+1) oS e(k+ DYk + 1)
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Metoda stohasticne ¢ w.ﬁ

e

\J

e Popravki parametrov se torej izvajajo v skladu s formulo:
0k+1) =0k +pk+De(k+ DYk +1)
=8(k) + p(k + DYk + 1) [y(k + 1) =" (k + DO()]

— Algoritem zelo podoben rekurzivni metodi najmanjsih kvadratov, le
da uporablja namesto kovarianCne matrike P skalar p

« Metoda konvergira, Ce so izpolnjene naslednje zahteve za p:
limp(k)=0 T p=c0 T, p*(k) < oo

— Mozne izbire:
e =
= p(k) je enak sledi matrike P(k) in se izraCunava rekurzivno:
ptke+ 1) =p7 (k) + " (k+ Dk + 1), p~1(0)=0

e Metoda stohasticne aproksimacije numericno enostavnejsa od
rekurzivne metode najmanjsih kvadratov, a konvergira pocasi

Identifikacija



i 3
Y ATy
EEEE b RN
|||||||||

Ocenjevanje para -

e

)
o VCasih zelimo ocenjevati parametre procesov direktno v zveznem

casovnem prostoru:

— Z diskretizacijo namreC parametri prenosnih funkcij izgubijo svoj
fizikalni pomen, kar otezuje interpretacijo in ovrednotenje procesnih
parametrov (npr. Casovnih konstant, lastnih frekvenc, koeficientov
dusenja) — posebno pomembno, ko so zvezni procesi delno znani in
ocenjujemo le nekaj neznanih parametrov

— Druga prednost ocenjevanja parametrov direktno v casovnem
prostoru je v tem, da odpade tezavna izbira Casa vzorcenja, saj
ocenjeni parametri niso odvisni od Casa vzorcenja (numericni
problemi!); ni nujno, da je Cas vzorcenja konstanten

e Ideja ocenjevanja parametrov zveznih procesov je enaka tisti za
ocenjevanje parametrov diskretnih procesov: z opazovanjem
vhoda in izhoda procesa tvorimo sistem enacb (obicajno zelo
predolocCen), katerega resitev je vektor procesnih parametrov
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Ocenjevanje parame

e

)
e Prenosna funkcija procesa:

Y(s) by+bys+ -+ b,s"
Gp(g) — —

Us) 1+a;s+--+a,s"
o Zapis modela sistema v obliki diferencialne enacbe:

Zald ly(t)—z bld lu(t) a, =1

e Izrazimo y(t).

a, 0

n n

d d
y(t) = —a, Ey(t) - anﬁy(t) + bou(t) + by d—u(t) + -+ bnﬁu(t)

o Desno stran enacbe bi lahko zapisali kot produkt vektorja regre-
sorjev (merjeni signali in njihovi odvodi) in vektorja parametrov

« QOdvodi seveda niso merljivi — mozno bi bilo tvoriti priblizke,
vendar bi s tem zelo ojacili Sum (poslabsanje rezultatov!)

(51
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N

)
o Alternativa prej omenjeni metodi je uvedba 7iltrov spremenljivk

stanja, s katerima filtriramo vhodni in izhodni signal

« Ce vhod in izhod sistema filtriramo preko poljubnega filtra, veZe
filtrirani vhodni in filtrirani izhodni signal enaka prenosna funkcija
kakor originalni vhodni in izhodni signal procesa

o Razlika med redom imenovalca in Stevca filtra mora biti vsaj tako
velika, kakor je red prenosne funkcije ocenjevanega procesa

» Najenostavnejsa resitev je, da je red prenosne funkcije filtra G;(s)
enak redu prenosne funkcije procesa, red stevca pa je O:

Gr(s) =f0 + fis+ o+ fus™ %0

e Filtrirane vhodne in izhodne signale lahko izrazimo v obliki:
Ur(s) = Ge(s)U(s) Yr(s) = Gp(s)Y(s)
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e QOdvisnost med filtriranim vhodnim in filtriranim izhodnim signalom

lahko izrazimo v naslednji obliki:
Yr(s)  Ge(s)Y(s) Y(s)
Ue(s) Ge(s)U(s) U(s)
o Zapis v obliki diferencialne enacbe:

d
Vr(t) = —a; —yp(t) — - —an— Loy (©) + bous (6) + by — “up(t) + -+ by ” Lou (0

— Diferencialna enacba po strukturi in parametrih enaka dif. enacbi
originalnega sistema, a vsebuje filtrirane signale namesto originalnih

e Vpeljemo vektor neznanih parametrov in vektor merjenih signalov
0z. regresorjev, ki jih dobimo v vezju filtra:
o' =[a; .. a, by by .. by]
W) = [y, ) . Ly w®) Zust) .. L)
yr(®) = ¥' ()0

Ocenjevanje parame

= Gp(S)
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« Nadaljnji postopek je standarden postopek najmanjsih kvadratov

e Pri nerekurzivni metodi tvorimo s pomocjo N opazovanj ob casih
ty,ty, ...ty mMatriko W (v i-ti vrsti ima @7 (t;)) in vektor y (v i-ti
vrsti ima y,(t;)), iz katerih izracunamo resitev:

0= [PTy] 19Ty

e Seveda lahko algoritem zapisemo tudi v rekurzivni obliki

o Paziti je potrebno, da je filter G¢(s) zvezni filter in bi ga morali
realizirati na analogen nacin

 Zaizvedbo filtra G¢(s) lahko uporabimo tudi digitalno simulacijo
zveznih sistemov, a moramo paziti na razliko med realizacijo
vhodnega in izhodnega signala: é 4 4

— Vhodni signal je med dvema vzorcema obicajno konstanten

— Izhodni signal se med dvema vzorcema spreminja — ¢e vzorcimo
dovolj hitro, lahko predpostavimo linearno interpolacijo med vzorci.,
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Prakticni vidiki ident

o Izbira vhodnega signala

— Nekatere metode zahtevajo poseben tip vhodnega signala, kar velja
v najvecji meri za neparametricne identifikacijske metode

— Ce Zelimo oceniti parametre procesa reda n (tipiéno 2n parametrov),
mora vzbujanje vsebovati vsaj 2n razlicnih frekvenc (matematicno
zahteva izhaja iz zahteve po nesingularnosti matrike W)

— Skupno vsem metodam — vhodni signali dovolj frekvencno bogati!

— Amplituda — dobro razmerje signal/sum, vendar so velike amplitude
problematicne zaradi nelinearnosti (zapustimo linearno podrocje) in
tehnoloskih zahtev (velikih amplitud ne smemo uporabiti)

o Izbira Casa vzorCenja

— Prehitro vzorcCenje — numericne tezave!

— Prepocasno vzorcenje — izguba informacije — visoke frekvence

— Obicajno izberemo priblizno 10% dviznega casa (Cas od 10% do
90% spremembe pri odzivu na stopnicasto spremembo vhoda) /i«
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e Predhodna obdelava signalov:

— Analogno filtriranje pred analogno-digitalnim pretvornikom
(preprecimo zgibanje frekvenc — Shannon!)

— Odstranitev enosmernih komponent in signalov lezenja (drift)

— Zmanjsanje vpliva suma z digitalnim filtriranjem (pomembno, da
uporabimo za filtriranje vhodnega in izhodnega signala enak filter)

e Izbira modela:

— Metode za ocenjevanje parametrov dajejo le najboljSe mozne
parametre (glede na izbrani kriterij) pri izbrani strukturi modela, zato
dolocCitev strukture (pri linearnih sistemih le red) zelo pomembna:

= Ce izberemo prenizek red modela (pravimo, da model , podparametri-
ziramo"), je tak model lahko zelo nenatancen
- Ce izberemo prevelik red modela (njegova "preparametrizacija™), imamo

numericne tezave (pogojenost), poleg tega na lego odvecnih parametrov
vplivajo predvsem Sum in motnje, kar vodi do napacnih rezultatov
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e Izbira modela:

— Bistvena pri izboru modela je dilema med fleksibilnostjo in
komplesnostjo modela:

= Model mora biti dovolj fleksibilen, da lahko z njim dovolj dobro opiSemo
dejanski proces

= PreveC kompleksen model vsebuje pole in nicle, ki se (vsaj
aproksimativno) krajsajo in kot taki ne vplivajo na njegovo vhodno-
izhodno obnasanje

— Pri odlocitvah si lahko pomagamo z:

= apriornimi znanji 0 procesu oziroma z apriornim obdelovanjem podatkov
(izvajamo operacije, ki dajejo vpogled v strukturo modela, ne da bi
izraCunali model v celoti):
= dolocitev ranga informacijske matrike $7¥ (enak redu modela)
= ocena neparametricnega modela (frekvencnega odziva) — ocenimo red
= aposteriornimi preizkusi dobljenega modela (tovrstni preskusi se ujemajo

s preskusi za veljavnost modela —obravnavali bomo kasneje)
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e Preskus veljavnosti modela ali validacija:

Obicajno je rezultat identifikacijskega postopka ve¢ modelov — izberemo
tistega, ki najbolje prestane preskus veljavnosti

Preskus veljavnosti modela pove, kako dobro opisuje model dejanski
proces, ki ga identificiramo — izredno vazen namen uporabe modela, saj i
vCasih vazna natancnost, oziroma verodostojnost parametrov, véasih pa le
ujemanje frekvencnih odzivov modela in procesa

e Pri preskusu veljavnosti uporabljamo vec postopkov:

Preskus pogreska modela — sredn& a vrednost mora biti 0, distribucija
simetricna, nekoreliranost s preteklimi vhodi, avtokovarianéna funkcija
delta- |mpulz

Konsistenca vhodno-izhodnega obnasanja (na drugih podatkih!)
Konsistenca frekvencnega obnasanja (po moznosti na drugih podatkih)
Smiselnost parametrov (Se posebej, ce imamo fizikalne parametre)
Redukcija modela (Ce reduciran model dovolj dober, ga izberemo)

Kovariancna matrika pogreskov parametrov (Ce velika, ocena nezanesljiva;
zal ne velja, da majhna ocena pomeni, da je ocena dobra)

Uporabnost modela (¢e mode| sluZi svojemu namenu, je to grava ocena

vrednosti — zadnji in odloCujoci preskus njegove veIJavnostl
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Primeri v Matlabu

Matlab\Uvod\Primer01.m

Matlab\Uvod\Primer02.m

Matlab\Uvod\Primer03.m

Matlab\Uvod\Primer04.m

Matlab\Uvod\Primer05.m

Matlab\Uvod\Primer06.m
Matlab\Uvod\y_je_konv_u_g.m
Matlab\Strejc\Primer01_P_proces_.m
Matlab\Strejc\Primer02_I_proces_.m
Matlab\Prilagajanje\primerl.m
Matlab\Prilagajanje\primer2.m
Matlab\Prilagajanje\primer3.m
Matlab\Prilagajanje\primer4_1.m
Matlab\Prilagajanje\primer4_2.m
Matlab\Sumi\Primer01_Distribucija.m
Matlab\Sumi\Primer02_Avtokor_Belega.m
Matlab\Sumi\Primer03_Avtokor_Barvnega_Gauss.m
Matlab\Sumi\Primer04_Avtokor_Barvnega_enakom.m
Matlab\Sumi\Primer05_Avtokor_Barvnega_binar.m
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Matlab\Sumi\Primer06_Poissonov_sum.m
Matlab\Sumi\Primer07_Zvezni_NBS.m
Matlab\Sumi\Primer08_Diskretni_NBS.m
Matlab\Sumi\Primer09_Diskret_PNBS.m
Matlab\Pristranskost\Primer01_Konsistenca_ocene_sr_vred.m
Matlab\Pristranskost\Primer02_Pristranskost_ocene_var.m
Matlab\MNK\PrimerQ01_Skalarni_problem.m
Matlab\MNK\Primer02_Vektorski_problem.m
Matlab\MNK\Primer03_Bazne_funkcije.m
Matlab\MNK\Primer04_Dinamicni_sis_nerekurzivno.m
Matlab\MNK\Primer05_Dinamicni_sis_rekurzivno.m
Matlab\MNK\Primer06_Lastne_vred_vekt_Singular_vred.m
Matlab\MNK\PrimerQ7_Faktor_pogojenosti.m
Matlab\MNK_Mod\Primer01_RNK_beli_sum.m
Matlab\MNK_Mod\Primer02_RNK_poz_real.m
Matlab\MNK_Mod\Primer03_RNK_1_A.m
Matlab\MNK_Mod\Primer04_NK_zvezno_majhen_sum.m
Matlab\MNK_Mod\Primer05_NK_zvezno_sred_sum.m
Matlab\MNK_Mod\Primer06_NK_zvezno_velik_sum.m
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